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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Представлеше о векторф является естественным обра- 
зомъ при изучени.всякихъ физическихъ явленй, въ которых 
играетъ какую-либо роль направлене движеня или вообще 
направлене измЪнешн въ состоянш тВла или физической 
среды. Отсюда само собою понятно то важное значеше, 
которое имЪетъ изучеше векторовъ во всфхъ физических 
наукахъ. Векторъ представляеть собою поняте сложное, 
заключающее въ себ поняме о числЪ и поняме о напра- 
вленм, а часто кромЪ того и поняте о положенш въ про- 
странствЪ. Уже съ давнихъ поръ, при рышени различныхъ 
вопросовъ прикладной математики геометрическимъ путемъ, 
дЪлаютъ построеня, въ которыхъ основнымъ ‘элементомъ 
является векторъ; но лишь въ сравнительно недавнее время 
стали разсматривать векторъ какъ такой элемеятъ, который 
можно включать и въ формуль. Тая формулы вавываются 
вектор1альными; а изучеше вектомальныхь зависимостей 
и усло, при которыхь онЪф могуть примЪняться къ рф- 
шенио вопросовъ геометри и различныхъ отраслей при- 
кладной математики, составляеть предметъ вектор1аль- 
наго анализа. р у 

Въ развитм этого предмета можно замфтить два ча- 
правленя. Одно, болЪе старое, связано съ именами Грас- 
смана (Стаззтапп, «ОМ е Ниеше Аяздевоюие еБте» 1844 г.) 
и Рамильтона (НашШоп, «Бесбагез оп флаеттнопз», 1858 г.); 
другое направлеше, болфе новое, возникло одновренно съ 
учещемъ о «векторальномъ полф» и развилось благодаря 
трудамъ Максвелла (Махуе!), Хивсайда (Неауез де), 
Джиббса (6153), Фёпиля (Рорм} и другихъ. Геометриче- 
свя основы въ обоихъ направленяхь конечно тождественны, 
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\ю послфднее изъ нихь этиичаетоя большею простотою и 
наглядностью и поэтому съ белышимь усифхомъ примфияется 
къ рЁшенио различныхъ вопросовъ геометри, механики, 
физики и ихь приложенй. Мы и будемъ въ изложени век- 
торальнаго анализа придерживаться этого второго напра- 
вленя. 

Только въ недавиее время стали появляться сочинея 
снещально ио векторальному анализу (СИЮре ап УЙзоп, 
Непме ао Тигаег, Рбрр, бапз, Висфегег, 1айике), въ кото- 
рыхъ эта метода излагается въ боле или менфе система- 
тическомъ видЪ, н притомь въ такой форм. въ которой 
его примБнеше дфлается простым н практически удобпымь. 

При изложен предмета и выбор иллюстрирующих 
его приложенй. кохорыя могуть быть весьма равличны въ 
зависимости и оть самой методы п отъ того. что считать 
наиболфе важнымъ, мы будемъ имфть въ вилу значене 
векторальнаго анализа прежде всего для механики, такъ 
какъ пиримфнешя векторальнаго анализа во веъхъ другихь 
отрасляхъ прикладныхъ математическихъ знанй происхо- 
дитъ пренмущественно черезь посредство механики, какъ 
главной основы этихъ знавй. 

Особенность всякаго символнческаго исчислентя состоитъ 
в'ь томъ, что соединяются подть немногими символами сложныя 
завиенмости между различными математическихит ‘элементами, 
н часто для этого объединяютсн цфлыя группы‘ этихъ эле- 
мецтовъ иодъ однимъ символомъ. Но векторальный анализъ 
не есть просто символическое исчислене. ЦЪль сго заклю- 
чается нетолько во внфшнемъ упрощенм зависимостей и 
ДЪйстый надъ элементами, входящими вЪ эти зависимости, 
а главным образом въ приведени математическихъ эле- 
ментовЪъ въ возможно 1феное соотвЪтств:е съ геометри- 
ческими и физическими представлен ями, дла выраже- 
ня которыхъ должны служить эти элементы. Нужно имль 
въ виду, что векторъ является при этомь основным эле- 
мептомь по самому существу дфла. 

Термияы иосимволы въ вектормальномъ ‘анализ еще 
далеко не уставовились, вь особенности-же въ русской ли- 
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тературЪ;, поэтому выборъ хЬхъ и другихъ въ этой книгь 
представлялъ не мало затрудненй. При стремленми къ воз- 
можной проетотё, пришлось выбраль термины и символы 
отчасти англсве, а отчасти нЪмецюе. 

Веф вопросы векторйальнаго анализа излагаются въ этой 
книг по возможности векторальнымъ способомъ; но от- 
сюда еще не слфдуетъ, чтобы аналитическая метода была 
при этомъ совсЪмъ изгнана. Для установленя нЪкоторыхъ 
понязЙ и для вывода нфкоторыхъ правиль векторальнаго 
анализа, въ особенности въ дифференщальной его части, 
совершенно избфжаль этого пока еще не удается; но 
ром® того, для ошЪнки векторальной методы, сравнене съ 
аналитическою методою иногда очень нолезно. Притомъ-же 
связь между обфими методами взаимная: если множество 
аналитическихь формулъ съ удобствомъ укладываются въ 
простыя формулы векторальнаго анализа, то и наоборотъ, 
часто вопросы, ршенные векторальнымъ сиособомъ, есте- 
ственнымъ образомъ приводятъ къ аналитическимь форму- 
ламъ. 

Первыя шесть главъ этой книги совершенно элемен- 
тарны и могутъ быть изучаемы лицами, еше не приступив- 
шими къ дифференщальному и интегральному исчисленно. 
Но конечно при указани приложен векторальнаго ана- 
лиза предполагается, что читатель знакомъ съ соотвЪт- 
ственными отдфлами прикладныхъ математическихь надкъ. 
Тёмъ болфе, что эти приложешя указываются большею 
частью безъ докавательствъ, такъ какъ иначе приш- 
лось-бы излагать чуть-ли не цфлые отдьлы этихъ наукъ, 
что уже выходило-бы за предЪлы назначенной для этой 
книги цфли. Достаточно, если изъ приложевй будетъ вы- 
ясняться основное положешще, оправдывающее векторальный 
анализъ, какъ самостоятельную область изслёдованя, и 
состоящее въ томъ, что въ огромной области физико-мате- 
матическихь наукъ векторъ является основнымъ и 
естественнымъ элементомъ при изображены физи- 
ческаго явлен1я и при его изслЪдован1я. 
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ОПЕЧАТКИ и ПОПРАВКИ. 


Спрока „Баненатано: Долиеио быть: 
7 - вевчаровъ вокторовъ 
6 вектаральнымт зевторльнымъ 
16 ахь= ша — ажы шек 
Е ах 
16 треугольники 
3 $4 
30 т 
89 выважаютея выражаются 
5 в № 
38 3 А 
эт ф=оч.а + В =е-и= 


За нелифиемь курсивнаго греческаго шрифта, на стран. 36 и др. век- 
торь ®, въ отипч!е отъ его тензора, «, напечатань болфе крупяыму рифтомт. 


ПОПРАВКИ ВЪ ФИГУРАХЪ.. 


Въ фиг. 82 но прямой РА’ выфсто В поставить В ла коицф параллель- 
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ато ей отрфзка, пуБющаго начано въ точкё О, поставить С". 

40 вмфето 41 поставить ЛП. 

44 въ пересфчети прямыхь 20 и # поставать ДР. 

50 на нрлхой ОА’ выфето А поставить А", а ва прямой, ей па- 
ралнельной, вмБето В ноставють В’. 

59 на прямой 72.5 выВето ДГ поставить ЛГ". 

69 по ви швей лини поставить бузвы А, В, С но направлению 
стрёлокь, а по ваутренлей лин бушвы А’, В’, С’ противу- 
положно паправяенио стрЪловт,. 


ВВЕДЕНТЕ. 


1. Общее поняте о венторЪ. Вевтором» хазывается всяый лрямо- 
зинейный отрёзовъ, для которато указано направлен!е. Одинъ конець, 
отрЬзка вавывается лечаломЪ зектора, другой—-концомъ вентора. На 
чертежах», чтобы отыфчать нанравлене вектора, его конець будеть 
обозначальел стрёлкою, 

ЗВекторь есть понячче сложное, завлючающее въ себф ифоголько 
боле элементарныхь понят, звыражающихсея уже непосредственно 
числаши: поняе о длинВ, объ углахь, которыми опредфляется накрав- 
лее вектора, ио положени налала вектора. Вы%сто этого могутт быть 
даны и дру чиела, опредфляющя въ евоей совокупности данный век- 
торъ; веяыял ташя числа принято называть координатами вектора. 
Тавъ каф. для направлешя въ проетранствё трехъ изифревй нужно 
знать два угла, образуемыхь инь ©ь двумя постоянными, заранфе вы- 
бранными направленями, то для опредБлевн вектора, включая сюда 
его длину, нужно иизть по крайней мфрё три числа. Чиело. его коор- 
динать можёть быть впрочемъ и болюше, если для начала вектора даны 
каыя-либо дополнительных уелоя ($38 4, би 6), сообразно съ тёмъ 
теометрическимь или физическимь понятемв, для котораго служить 
вектор, 

2. Обозначеще вектора. Чтобы отличать въ формулахь венторель- 
наго анализа зекторъ, разематриваемый во всей своей сововунности, отъ 
числа, ноторыиев вырежлется его длина, мы условимея векторъ обозна- 
чать прямымь и жирнымь шрифтомъ, —напримфръ векторъ п, —а` 
число, выражающее ето длину, тою-же бухвою, но курсивом» (+). 

КромЪ этого обозначеня, получающаго теперь наибольшее рас- 
простравеше, употребляются, между прочими, сафдующя: въ нмецкихь 
сочивещнхь часто ‘векторъ обозначается большою готическою буквою, а 
воотвзтетьенное число такою-же латинскою буквою {Ти А); во француз- 
скихь сочинениях» (по примфру Вёза!я) векторь и его длина’ обозна- 
чаются тор-же буквою и того-же шрифта, но для вектора ставится 
надъ боквою черта (& — некторь, # — его длина). 


П. Сомовь.—Вевтомольный ‘анадиечь. 
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Если на чертеж начало и конець вектора отмёчены отяЗльными 
буквами, напримбрь А и В, ‘и если намъ при этомъ понадобитея по- 
мощью этихь буквъ обозначать вевторъ, то мы будемъ писал А.В, 
въ отлие оть символа АВ, который будетъ обозначать только длину 
этого вектора. - 

3. Свободный вектеръ. Если векторъ опредляется только своею 
везичиною и направлешемь, тажь что за начало ‘его можеть быть при- 
зямаема любая точна пространства, то такой вежторь называется сво- 
бодным. Свободный векторъ можно въ слузьВ надобности параллельно 
перенобить изъ одного м%ота пространства въ другое. 

Для его опредфлен!я достаточно имёть эрн аналитическихь 
элемента или три его „координаты“, тазъ или иначе опредфляюищя 
вго длину и его направлене. 

Въ механивВ свободнымъ. векторомь изображается, наприн#ръ, 
скорость поступательнаго движен!я: при изображени скорости 
векторомъ за его начало нринимается та точка тфла, скорость которой 
онъ представляеть; а такъ кавъ при постуцатольномь движеши воф 
точки тёла имфють скорости равных и дараллельныя, то безразлично, 
зоторой точки скорость будетъ взята для изображеня этого движеня. 
То же самое можно сказать и относительно изображен!я вектором® уеко- 
рен1я поступательнаго движен!я. При изображени силь векторами 
момектъ пары силь, приложенныхь къ твердому тЁлу, тоже пред- 
оставляется свободнымь векторонь, тяюь кавь дфйстые пары опредф- 
дяетей только величиною и напревлешемъ момента, начало же этого 
вектора остается произвольнымъ. То же самое можно сказать отноеи- 
тельно жомента количества движен1я мотеральной точки и си- 
стемы матеральныхь чочекь, а въ кинематикв также и относительно 
пары угловыхь еворостей,, моменть которой тожествень. со сво- 
ростью поступательнаго движеши. 

4. Передвижной векторъ. Если для вектора даны: его величина, и его 
направлене и указана инфющая это направлене прямая лин{я, на кото- 
рой онъ долженъ находиться, причемь положене вектора нз этой пря- 
мой остается. произвольным, такъ что онъ можеть передвигаться по. 
эхой прямой въ ту и ‘въ другую сторову, то такой векторъ называется 
передвижнымъ "). Легко видфть, что для передвижного вектора необхо- 
димо я достаточно знать пять аналихичесвихь элементов, опре- 
дВляющихь: его длину, два угла для его направленя и положея1е пря- 
мой въ енетемв параллельныхь прямыхь, иыфюжихьъ 910 направлен; 
для текой прямой, направлене которой уже дано направленемъ век- 


1) Друше термыяы для передвюжного вевтора: 
„Ириложенный вевторъ“, „акоюльный вевторь“, „товюг“ (СН ога}, „Голфев- 
ей“ (бтазетани), „Ншеойасныеег УеКюг“ (Вид4е). 


—_з— 


тора, достаточно знать два элемента, наприм#ръ дв координаты точки, 
въ которой эта прямая пересфкается съ одною иФъ координатныхь 
плоскостей; 

Передвижной вевторь тоже имфеть зажное значене` въ механик %. 
Веякая била, приложенная` въ твердому т&лу, представляется нередвиж- 
нывь векторомъ, тавъ кавъ за начало этого вектора (точку: приложеня 
зилы) можеть быть взята, любая точка тёла, лежащая на прямой дви 
‚отыя силы, Углован скорость въ движени твердаго тбла изображается 
векторомъ, отложевныеь на оси вращевя, причемъ за начало его’ мо- 
жеть быть взята произвольная точках этой оси; ноэтому угловая скорость 
‚есть тоже передвижной векторъ. 

5. Опредфленный векторъ. ели для зектора даны нетолько его 
Алина и направлене, но и его начало. (или вмфето этого его конепз), 
10 зекторъ занимаеть вполн® опредфленное положене въ пространств%. 
Тахой векторъ мы будемь называть опредзленнымх. Такъ кавъ поло- 
Жене точки въ пространств опредфлается тремя числами воордина- 
тами, то опредфленный векторъ для своего опредВленйя требуеть-зна- 
ны шести аналитическихь элементовь, выражающихен числами. 

Примфромъ опредёлекнаго вектора можеть служить скорость кажой- 
либо точки тЪла, если принять за правило, чтобы началомь вектора-. 
скорости считалась, двитающаяея точка; сила, дЪйствующая на какую- 
нибудь частицу изифняемаго тфла, разематривается обынновенио тоже 
кавъ опредфленный векторъ. 

6. Прямая лин, разсиатриваемая ванъ векторъ. Въ векторальномх, 
анахизВ чвето бываеть весьма удобно опредёлять положене прямой 
лини въ проетранетвф, задавал на этой прямой передвижной векторъ, 
длива котораго при этомъ. остается произвольною. Такъ какъ из» пати 
аналитическихь элементовъ, опредфляющихь передвижной вектор, 
эдинъ, — вто’ длина, — отпадает», то прямая опредфляетоя четырьия 

. аналитическими элементами; это согласуется съ тёмъ, что обь 
этомъ извфетно изъ аналитической геометрии. 

Вевторальная точка зрёным на’ прямую лин зотанавливаеить 
тВеную свнвь ликейчатой геометр!и. (геометри Плюнера), т.е. гео- 
негр и, въ которой основнымь элемектомъ служить прамая лин, съ 
векторальнымх анализомъ (см. главу УЛ. 

7. Поняте © ивогообразяхъ. Многообраезжь (Мало екей) навы- 
зается собран теометрическихь элементов, связанныхь между собою 
хакимъ-либо общимъ опредвлешемь или подчиненныхв какимъ-либо 
общимь условяыъ. Число аналитических элементовъ, служащихъ. для 
опредфлешя даннаго многообразия, называется порядкомъ много- 
образля. Тавъ, напримёръ, веф точки данной лини. представхають 
<0бою мнохообраие перваго порздка, всф точки данной поверхноети— 
многообраз!е второго порядке, вс точки пространства трехъ изиёренй-— 

1% 
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многообразе третьяго порядка; веё свободные векторы прелетавяяютъ 
собою тоже мнотробразе третьято порядка, всё прямыя въ проетран- 
ствЗ трехъ изыЪренё составляють многообразие четвертаго порядка, 
3% передвижные векторы —многообраз!е нятаго порядка, во опредблен- 
ные зекторы-—многообразе шестого порядев. Понятно, что порядовь 
многообрамя опредфляеть и число тЪхь ‘аналитическихь уравнений, 
хоторыя необходимы и досталочны для опредёленя какого-либо эле- 
мента этото многообразя, 


ГЛАВА 1. 


Основныя поняты. Геометрическое словене и разложеве 
свободныхъ векторозъ. 


Основныя нонязя. 


8. Векторъ и скаляръ. В зведенм было уже указано, что вектор 
представляеть собою поянт ‘сложное, требующее для своего’ аналити- 
чеекаго опредёлешя знан!я н%екольвихь элементовъ. Эти элементы 
мотуть быть или величинами геометрическими но своему неносредствен- 
ному геометрическомт смыслу (перваго или иного изыфрены) или-же 
быть отллеченными числами (углы, ихь тригонометричесыя фунези, 
разные коэффищенты и пр.) или же какими-либо именованиыми числами. 
Когда, на’ рнду съ векторами, разоматривалюжся числовые элементы, то 
они, въ отлич!е оть первыхъ, до установившейся въ анел ской (Наш - 
401), а потомз и нфмецкой литературВ терминологии, называется ева- 
лнярами (сала, ЗКкаате, оть глагола о 0816“, измфрять, оцВнивать, 
вевфихивать; латинское слово „зеа]ае“, ступени, лфотнчца). 

Въ частноети скаляръ, выражающий длину векторе, называется, по 
примфру Гамильтона, тензоромъ (#ел80!)., 

9. Скалярныя и векторальныя. едивицы. Бакъ скаляры, тавъ и век- 
зоры требуютъ для евоето измфрешия заранфе усхановленныхь единиц, 
свалярныхь изи вектор1альныхъ. Окалярных единицы могутъ быть 
весьма разнообразны: смотря по тому, какое теометрическое или физи» 
ческое значеше предетавляеть собою ‘раяематриваемый скаляръ. То же 
<амое можно сказать и относичельно векторовь, если имъ припиеывалть, 
10 или другое физическое значен!е. Но, ‘устанавливая повят!е о’ вевто- 
`риальныхь единипахь, мы будемь пока огранигиваться только основвымъ, 
геометриФесвииь понятень о векторВ и изыфрять его линейными 
единицами. По. направлен даннаго вектора п построим вевторз -е, 
мызюшй длину, равную варанфе выбранной линейной единилВ. Пусть 
булеть и число такихъ единице, укледывающихся въ данномъ вевтор%; 
ин будемь писать: 
==, @) 
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употребляя, вазъ мы уже условилиеь, жирный шрифть для обозначен 
того, что это равенетво нетолько численное но и геометрическое, 
5.-е. что элементы и и в опредфляють нетолько длину, но и паправле-. 
и1е вектора. 

Тажимъ образомъ въ данномь векторЪ отлёлены: скалярная чаеть 
% и векторальная часть в. Это отдфлеше, несмотря на, свою очевидность. 
и простоту, звелуживаеть упоминашя, потому-что будеть имёть въ 
дедьнёйшемь весьма важное значене. й 

Для едикичнаго вектора, имющаго данное опредфлениое напра- 
влене, мы условинся употреблять терминъ „ортъ“ (от, сокращене изъ, 
елова, „очешамон“), удобный по своёй краткости и введенный Хивсан- 
домъ (Неалез@е), 

Захфтимь еще, что по формул (1} 


{2) 


1-е. ортъ равенъ даякому вектору, дфленному на его тензорь. 

10. Совдинеше векторовъ съ скалярани. Умножене и дфлеве век- 
тора на скаляръ суть единственныя возножных сочетая этих разно- 
родныхЪъ злементовъ; сложене же или вычитане вектора и скаляра не 
имфють смысла. 

Умножить векторъ на скаляръ значить перенножить числа, опре- 
дфянюния данный сваляръ и тензорь ханнаго векторь и полученное 
произведеше привкять за тензоръ новаго вектора, съ прежнимъ ортомъ. 
Пусть будеть Ь данный скаляръ; тогда новый зекторъ: 


т == 5 = (6) —= (Фив. {3) 


Ниже мы увихлимъ, что при нфкоторыхь дфйстмяхь над вевто- 
рами порядокъ элементовъ и способъ ихъ сочетая между 60бю не 
зсегда безразличны, инале товоря, законы перемфстительности и 
сочетательности хе всегда оправдываются; поэтому нелишнее отм$- 
тить здФеь, что въ давномъ. случа они примняются, т.-е. если В ис 
скаляры, то- ^ 


в (6) — (с5)п == (Беда = (еп). у (4) 


Подобных же замёчан1я относятся и въ дфленно лектора на скаляръ. 

11. Геометрическое равенство. Два свободныхь вектора, равные по 

длин и одниаково направленные, называются теометризески рав- 

ными. Условимся изображать теометрическое равенство двухъ векторовъ 
п иу сиыволомъ: 

р (5) 


т.-е. употребляя алгебраичесый знаюъ равенства. Къ недоразумё янь 
это повести не можеть, такь кажъ присутотие въ обфихь частяхь ра- 


ьз 


т 


венства вехторальныхь символовъ ужё указывает, какъ должно иони- 
маться это равенство. 

Формулы (1), (2), (3) и (4), въ которыхь знавъ равенства быль 
поставленъ первоначально въ омысхь тождества понят, предетавляють 
собою геометричесыя равенетва. 


У двухь геометрически равныхъ вевторовъ въ отдфльности разны 
геометрически ихъ орты и ревны ихъ тензоры. 
Если векторы ч и т связаны равенетвомь 


99 == ИУ 


то они параллельны, потому-что въ этомъ случаев 


т, 


а это показываеть, что векторь п получается изъ вектора у умложе- 
немь на окахяръ, что только тогда возможно, когда векторы параллельны. 
Вь $ 18 мы увидимь соображеня, по которымь, если э/® > 0, то 
нужно ц.и т бчитать одинаково направленными, а есди в/я < 0, то 
ихь нужно считать направленными противуположно другъ-другу. 


Теомехричеекое сложен н вычитаню. 


12. Геометрическое слощене. Цусть будуть ч и у векторы, геоме- 
трическя не равные. Проведемь изъ произвольной точки О векторь 


«ОА—=и | 2“ и 
А 


+ къ концу его приложимъ 


вАВ 
зекторъ о 


‚8= 08, Фиг. 1. 


соединяющий начало перваго съ вонцомъ второго, называется геоме- 
трическою суммою данныхь векторовъ, а сдфланное построене— 
теометрическимь сложенемъ. Данные векторы называются въ 
этомв случёВ геометрическими слатаемыми. Геометрическое сло- 
жене изображается символомъ: 


5=в-- т. (6) 


Геометрическое сложене можно распространить ча какое угодно 
число вевторовъ. Пусть будуть Ц., И, Из, .-. @» слагаемые векторы; 


— $ — 


нехоня изъ произвольно взятаго начала О и ирикладывая послдова- 
тельно одинъ въ другому векторы 


ОАи,, вАВ=и, 8ВО==щ,, ... вРО==Щь, 


получаемь ломанную лин ОАДВО... РФ, & соединяя ея налало О съ 
хондомь ©, получаемь векгоръ 


х ро `. 3600, 
“. х 


который называется геометричеекою 
суммою везхъ данныхь векторовъ. Мы 
бущемт писать: 


== Р-Н... 5%. (0 


13. Перемфна знана у геометриче- 
снаго слагаемаго. Пусть будуть а ну 
векторы, равные по длин, но противу- 
половно друг-другу каправленные. 
Прим$няя въ нимь общее правило 
теометричесваго сложеня, мы найдемт, что ихъ геометрическая сумма 
равна нулю, т.-е. 


Фиг. 2. 


а У=0. (3) 


Примпяя яъ этому равецству алгебраическое правило переноса 
членовт, будемъ писать: 
т=—8 {9) 


я тавимь образомь отрицательный знань иринималь для обозналешя 
перемёны направленя вектора на противуположное. 

ПеремфиЪ знака у вехдтора соотвётетвуеть или перемиа, знака 
его орта и слёдовательно изм нене направлешя орта ка, противуволож- 
ное, иричезь лензоръ остается положительнымь, или-же перемвна зрана 
чензора на прохивуположный, причемь ортъ сохраняеть свое направле- 
не. Мы будемь придерживаться второго способа, выражалт, измвнен!е 
направленя вектора, потому-что 1) всегда удобнёе для параллельныхъ 
зевторовь сохранять опредфленный ортъ, 2) при этом, вавъь мы уви- 
димъ въ слфдующемь параграфЪ, сохраняется боле тзеная связь съ 
злгебраическимь сложещемь. Итакъ, если с есть обаий орть векторовь 
чиу, удовяетворяющихь равенству (8), то 


= 6, УЕ, а ив-|- 96 == (и--5)6-=0, и-Ро=0. (10) 


14. Алгебраическое сложене какъ частный случай геометрическаго, Въ, 
абщемь случа, воуда слагаемые векторы НыЮтТЬ различныя напралле- 
зая, то тензоръ геометрической суммы не равенъ алгебраической сумм8 


С: 


тензоровь отяёльныхь слагаемыхь. Но это равенетво увтанавливается, 
эели слагавмые векторы между собою параллельны. Мы уже это при- 
мвняли зъ формул (10). раземотримъ это теперь зъ общемь вид. 
Пусть будуть 1., п, и, ... парахлельные вевторы, направленные въ 
одну сторову, у, т., ... векторы, ‘инь параллельные, 1о’направленные 
въ сторону противуположную. Непосредственно выдяо, что длина, геоме- 
тричеслой еумнм равпа сумм дхинъ первыхъ безъ суммы дливъ вто- 
рыхъ векторовь; но если тензоры первыхь векторовъ положительные, 
30 тензоры зторыхъ звекторовъ отрицательные, и поэтому теометри- 
ческое равенство 


5 


аф-ь-... НГ .-- 


приводить въ данномъ © ду ча% въ алгебраическому равенству 


ЗН ни 

Отеюда мы видимь, что алгебраическов сложее можно разема- 
тривать нажь частный случай гоометрическаго. 

16. Геометрическое вычитане, Это поняте вытекаеть  непоередетвеяно 
изъ понямя о перемби$ знака у вектора ($ 13), На основан этого, 
вычесть гвометрическя изъ вектора у векторъ ц 
значить: къ концу перваго вектора приложить 
своимь началомь вецторь п == и. Такъ какь 


В 
Ури, у 
т 


то можно тавие написать 
8—1— 0. {11) Фиг. 3. 


5 


ы 


Векторь в называется въ этомв случа геометрическою раз- 
ностью векторовъ у и 1. 

Геометрическая сумма хвухъ вевторовь можеть быть раземазри- 
ваема какъ датональ параллелограмма, ностроевнаго на этихк зекто- 
разъ; тогда каждая изъ двухъ его непараллельныхь сторонъ есть гео- 
метрическая разность между его дагональю и хругою етороною. 

16. Перенфетительный и сочетательный законы’ для геометрической 
суины. Выше было уже указано на аналогио между геометричеекою и 
алгебраическою суммами. Какъ для полноты этой аналоги такъ глав- 
нымъ образом въ виду значевя геометрическато сложев1я въ дазь- 
н&йшемь, замётимь схБдуюшфл два свойства хеометрической суммы: 

1) Оть перестановки слагаемыхь геометрическая сумма 
не измфняется (законъ перемфетительности). Пусть будуть а, 
Ъ, в, а, каме-нибуль векторы. Построимь ихъ теометричеевую `сумму 


00 а -- 6-4, 
которая является прямою, замыкающею ломенную ливю ОАВОР. 
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Изуфняя порядокь двухъ слагаемыхь, напримръ `В и в, т.е. строя 
=а--е-ь-на, 


мы подучаемъ ломанвую линю ОАЕСФТ, у которой точка С, а поэтому 
и О, превня; слБловательно 8—8, Но извфетно, что посл ховательной 
перестановкой смежных слагаемыхь можно во слагаемыя переставить 
въ вакомъ угодно порядкв; поэтому перемфотительноеть при геометри- 
чесвимгь сложеви можко считать доказанною, 

2) Если геометрическую сумму разбить на н®еколько 
частныхь геометрическихь суммъ, то геометрическая сумиа 


Фит. 4. Фит. 5. 


послфдвихь равна общей геометрической сумив (законъ со- 
четательности). Доказательство настолько просто, что достаточно 
сослатьея на прилагаемый чертеж»; въ цемт: 


за ь-ре-а-е, 
ао, 5 =а-е, 
=". 


17. Уннонеше геометрической суммы ‘на скаляръ, Оть умновеня 
зофхъ членовъ геометрическаго равенства на одно и то-же число, это 
раленство не карушается. Это слёдуеть уже изъ того, что такое унмно- 
жене равносильно измненюо общей линейной мфры. веБхъ векторовъ; 
3 отъ этого геометрическое соотношеше зависвть не ‘можеть. Чисто 
теометрически это легко можеть быть доказало и на овноваи подобёя 
фигуръ. Итавъ, еели 


ва тета т. 
а == а, 2, с== же... 
= а я |- ее 
то . 
5 = 5. 


18. Проекщи геометрической суимы на разныя направленя. Пользуясь 
теоремо, предполагаемою извфетною, что алгебраическая сумма проекщй 


— и — 


отрёзковъ, образующихь доманную лин!ю;’на казое либо направлене 
уавна проекцёи на то-же направлеше прямой, замыкающей ломанвую 
лишю, отыётимъ безь доназалельства слфдующил свойства теометри- 
ческой суммы: ° 

1} Проекщя ‘) геометрической суммы на какое-либо направлене 
равна алгебраической сумм проекщй на то же направлеше ея ела- 
таемих». . 

2) Тензоръ геометрической суммы раненъ алгебраической сумыВ 
проекщй геометрическихь слагаемыхь на направлене геометраческой 
суимы. ` 

3) Алгебраическая сумма проевщй геометрическихь слагаемыхъ 
ла всякое направлеве, перпепдикулярное къ теометрической сумм, 
равна вулю. 

4) Наобороть, если алгебраическая сумма проек геометриче- 
скихь слатаемыхь на какое нибудь направлен1е равна нулю, то гео- 
метрическая стыма или перпендикулярна въ этому направлено ихи 
сама равна нулю. 

5) Если теометрическая сумма равна нулю, то алгебраическая 
сумма проевщй геометрических слалаемыхь на всякое. направлеше 
равна нулю. 

6) Обратно, ебли алгебраическая сумма проеклИЙ геометрических 
слагаемыхь на всякое направлен равна нулю, 10 и геометрическая 
сумма равна нулю. у 

Т) Жсли алгебраическая суммы проевшй геометричесвихь слагае- 
мыхЪ на три направленя, не параллельныя одной и той же плобБости, 
равна нулю, то и геометрическая сумиа равна нулю. Посяфднее заялю- 
чене слёлуеть изъ того, что вели бы геометрическая сумма не была 
равна нулю, то на основаши свойства 4) она была бы перпендикулярна 
въ тремъ направленямь, не параллельныкь одной илоекоети, что не- 
возможно, . 

19. Гезметрическое разложене. Тавъ называется замфнене даннаго 
зектора ифеколькими другими, геометрическая сумма которыхь гео“ 
метрически равна данному вектору. Такъ какъ можно построить без- 
численное множество лонанныхь лишй, имбющихь свонии началомъ 
и вонцомь начало и ковещь дамвего вектора, то геометрическое раз- 
ложене предетазляетея задачею веопредфленною, пока не будуть даны 
для искомыхь геометрическихь слатоемыхь лобавочныя усновя. Эти 
условгя могутв касаться или направлевй теометричесвихь слагаемыхь 
или ихъ тенворовъ илн и того и другого вм®етф. Отифтимъ безъ дова- 
зательства, въ виду простоты теометрическихь еоображен  неколько 
наиболфе вавныхь изъ этихъ случаевъ. 


$) Проекио мы всегда будемю разомалривать каль сназяръ. 


Разловеше даннато вектора на две вектора. возможно, если всЪ 
три вектора параллельны одной плоскости, и оно будетъ `опредзленное, 
евли даны направлешя искомыхь векторовъ, которыя притомъ не 
должны быть между собою параллельны. 

Разложене на три вектора опредёленное, если даны изъ на- 
празленя, которыя притомь не должны быть параллельны одной 
плоспости. 

Разложене на четыре вевтора неопредзленное, если не давы еще 
достаточных добавочныя уедовя. ` 

Мы не останавливаемся подробифе на этихъ вопровахъ потому, 
что всф они носять заетный характерь по отношение къ вопросамъ, 
сафдующимь ниже. 


Линейдныя завиемноети между векторами. 


20. Три номплянарныхь вентора. Геометрическая сумма. двухъ вох- 
торовь, лежащихь в® одной плоскостн, аходител въ той же плоскости. 
Таькъ канъ мы разематриваемъ векторы 
свободные, то въ болбе. общемъ . видВ 
можно сказать: геометрическая сумма, 
двухь вавихЪъ либо векторовъ парал- 
лельна той же илоскости, которой па- 
раллельны данные . векторы. Будемъ 

Фиг. 6. называть векторы, лажап{е вт, одпой 
плоскости, комнлянарными. 

Изь сказаннаго слФдуеть, что если три вектора п,, п,, ц,, 
хомплянарны, то можно найти три тавихъ скаляра я, #», я. 
при которыхь 


я, иль ал, = 


(12) 


Чтобы эво показать, проледемь пеф три ‘вектора изъ общаго на- 
зала 0. Еоли векторы были компляварны, то они теперь лежать въ 
одной плоскости; а въ такомъ: случа можно построить безчиеленное 
множество подобвыхь между вобою параллелограмовь, у которыхь двЪ 
стороны. ОА и ОВ, и магональ ОО имфють направленя ланныхь 
векторовъ, и тогда 

. 800 =в0А--в0В. 


'Но всегда можно найти тавце скаляры я, #., п., положительные 


или отрицательные, что 
ОА =ит, вОВ==пл, 800 ла, 


2 это даеть зависимость (12), Очевидно, что отношеня между чис- 
лами и, т, и». для трехь данныхь компляварныхь векторовъ по- 
стоянны. 


— 183 — 


Обратная теорема тоже вЁрна: если три вектора удовле- 
творяютъ услов!ю вида (12), то они ‘вомллянарны, ДЪйствительно, 


услове (12) давтъ: 
= 2 О 2. 
(6, (- №), 


т. е. вевторъ “ можеть быть позучень сложенем»ь двухъ зекторовъ, 


_ Е щи я. имфющихь направлешя вевтороль п, и п.. 
Заафтиы ‘еще сябдующуй частный случай. Вели при услови (12) 
Ни. я, =0, {13) 


то конны хрехъ зекторовь, проведенныхь изъ общато начала, лежать 
на ‘одной прямой. А именно, изъ уеломй (12) и (18) имвемъ: 


иль пл = — вы — ба, тдщ 
ИЛИ й 
заб, — а) == --л,бь — 1.) 


Это показываеть ($ 11), что векторы 


^ — и — 
Ти фа, ии Ц, р 
параллельны. Послфдим равенства дають: 
п, =, № 
откуда видно, что . у 
Ш —вбСА, 1’ В, 
а слдовательно точки А, Ви О находятся на оцной прамой.. 

21. Четыре не комплянарныхь вектора. Если три вектора п, п,, п, 
не связаны между. вобою зависимостью (12), то они пе комплянарны; 
въ этомь случа веегда можно найти та- 
в1е четыре числа я,, м», из; п., при ко- 
торыхь четыре вектора ТАовзетворлють 
зависимости: 


в, Ема, вм. Бил, =0. (14) 

Чтобы это показать, проведем ве 
четыре везтора изъ общаго начала 0. 
Тогда можно построить безчиеленное шно- 
жество подобныхь между еобою паралле- 
лограмиовт, у ноторыхь три сходящихея 
въ одной вершинв О ребра Од, ОВ, 06 
и Магональ, проходащан черезь эту вер- 
шину, имфють направленя данныхе векторов; и тогда. 


80) =вОА-- 0В--в00. 


Но всегда можно найти четыре тавихь скадяра #, и», ®,, я положи- 
тельныхь или отрицательныхт, чтобы были: 


Фит, 8. 


8бА=пи, вОВ==ям, вОб=ьль, в0)=-— пмь 


— 14 — 


а это даеть зависимость (14). Очевидно, что отвощевя между числами 
т, и» т) 1: Для четырехъ данныхь векторов постоянны. 

Сумыа этихъ скаляровь вообще говоря не равна нулю. Въ част- 
номь же случа, когда ` 


и, и, Ня, =0, (5) 


концы вобхь четырех векторовъ, проведенныхь изъ общаго начала, 
лежать въ одной плоскости. Цайствительно, завяенмоеть {14}, при 
усвовшм (15), можеть быть такь 
залисана: 


шв," Ни" =0 (16) 
гдЬ 


п —\% 
Отсюда 
щщ Ни, ма, р", 
Фиг. 9. \; 


а это показывает, что векторы 1’; п”, и” имфють общимь качаломь 
конець вентора п, а своими концами —концы вевторовь и,, ц,, и.. Но 
зависимость (16}`ееть увлоше комиланарности векторовь п т” и”; 
сяёдозательно концы четырехь данных ‘векторовь лежать въ одной 
плоскости. 

Легко видфть, что и обратная теорема справедлива. 

22. Зависимость менду пятью зенторами. Цля произвольно взятыхъ 
дати вевторовъ скаляры въ геохетрической зависимости 


па, 


пл, Нил, ра, Ра, 0 


зсегда могутъ быть выбраны тажъ, что 


паи, и, = 


Чтобы это показать, разсмотримъь четыре вектора: и, —п., и, —и., 
1, — 6; в, — и. Согласно св сказаннымь въ $ 21 можемь написать 
зависимость 


п (и, — п -Ря.(,--)-яа, — пя, Ц) = 


зЪ которой окалярь ири п, 


д, — — иж, 


23. Полярные векторы. Векторальное вырамене завнеимостей ненду 
точками. Если выбрать опредфленное налало О, то положеще всякой точки 


— 15 — 


можно задавать векторомь, проведенным изъ О къ этой точкЪ. Точку 
О мы будемъ называть нолюсомъ, ® проведенный изь нея къ данной 
лочкф векторь полярнымъ векторомъ этой точки. Шели точка, Л за- 
дана полярнымь векторомь т, то мы будемь для кралкости говорить, 
что дана точка ЛВ). 
Зависимость вида 

т, ил... Ряд, =, а?) 
тд г, Е, ... 1, буть поларные венторы данных точекъ, выражаеть 
собою нфкоторое соотношеве между этими точками и точкою 0. По- 
хажемъ, что если зависимость (17) выражаеть соотношен!е 
только между данными точками, т. е. если она не зависитъ 


отъ полюса 0, 10 
я, я. =0. (18) 
Для этого изиВнимь полюсь 0; еели О’ новый полюсь и 
«00=в, 
то новые лохярные векторы данныхь точекф будуть: 


р 2 + 
Е т,—8, 
и тогда формула (17) принимаеть зидь: 
(ту -Рат-| -.. Ви, )-Нбь +... К =0. 


Чтобы, согласно продположенйю, эта зависимость не содержала вектора 
3, необходимо, чтобы выполиялоеь уелове (18). 
Обратная теорема очевидно тоже справедлива. 


Прихоженя и упражнейя. | 

1. Показать векторальнымь образомъ, что если точка (Се) дЬлить нопо- 
ламъ разстонне между точками А(т,) и В(ь,), то 
уе +. 

2. Доказать, что если Даговали чегырехугольника длятся точкою перес$- 
чевйя иополамь, 10 оть параллелограмнь. 

3, Доказать, чго шатонали параллелелииеда 
пересвкаются въ одной точь. Для рёшеятя вое- 
пользоваться свойствомь параллелепипеда, по ко- 
торому ` 

.- 


г 


№ 
0—5 


4. Доказать, что точка медавы треуголь- 
ника, дблящая ее въ отвошени 1:2, принадлежить 
вофыь тремъ мемаламъ. 

5. Доказать, чно въ тетраэкрь точка прямо- 
лннейпаго отрфзва, соедивяющаго одну изъ его фиг. 10. 
вершине съ точною пересфченя медант, его оено- 
занйл, п дФалщал этоть отрфзовь въ отвошен!и 1:3, принадлежит" зофмь чезыренъ, 
прамымв, проведеннымь въ тетраздрь чажимъ же образомъ. 
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6. Выразить зекхоры, служение биесектрясвами угловъ въ треугольнии В, сто- 
ронами котораго служать векторы п, п,, цз, черезь эзчг послёдше, Рф шен!е: Ормы 
зекторовь и, п п, равны и 

: № 
дфлить уголь между вими попозамь. 

Въ давномь случа эта датональ 


{$ 5). Даговаль построенная на ортахъ, 


1 
8= м. —— Ца 
шк 


Бяссектриеса № треугольнияя пыфегу паправлешме этой даговали, а но 
этому отличаетея оть 5 только вфкоторымь скаляромь 1: 


& 
Е 


№ == 


(8) 


При увазанномь на ов (11) направление 
зевторовъ нифемтъ: 


аи ши [Е 


т, п в ==1— м, опредфляють части, на, которы 
сторона и, треугольника дфавтея блесекурнесою №. 
Подегавлян изъ уравневй (20) зыраженя для: ий» 
эъ формулу (19), лаходимь: 


ке) 


т: 

Псузые два вектора въ этой формул параллельны, а это показываеть, то 
тремй векторъ, иибющ другое валравлене, —паиравлен!е п., — должень быть 
равен, нулю, т. е, 


(21) 


ПоелВ эзого находим: 
ел 
щи, ° 


Понутио, въ формулё (21), мы наили извфотную теорему, о которой бие- 
сектриссы угловь треугольниея дЪлять его противуположныя стороны иропорвю- 
вально двумъ друтимь его сторонам. 


Разложене нектора по трелт данняиигь. Жоорлинатеь 


24. Разломене вентора по тремъ основным. Фориуль (14), которая 
можеть быть тавъ написана; 


= а, ал, ай» (22) 


показываеть, что-еели дапы три некомпляварныхь вектора и,. и,, и.» 
то при помощи ихъ вслый свободный векторъ а можеть быть опред 
ленъ тремя числами, 2, д, ‚а, которыя могутъ быть м положитель- 
ными и отрицательными. Векторы в, ц,„, и, пазывалтся оеновными, в 
скаляры а, а, а, —координатами свободцаго вектора и. Число 


пи 


этихъ коордипать согласуется въ тёмъ числомь амаличичесвихь эле- 
ментовт, которое было указано для свободнаго вектора въ $ 3. 

25. Раздожеше вектора по ортаиъ. Наиболе проетой случай раз- 
ложешя и приводящёй непосредственно въ формуламь Декартовой аиа- 
литической геомезтрён будете тоть, когда оспозные векторы суть орты. 
Дь $ 9 введено поняе объ орт кашь о вектор$, длина котораго равна 
единиц и воторый имфетъ опредфленное направлеле. Пусть будуть 


уе (23) 


тры ме компляпарныхь орта, Х, У, 2 столще при нихь скалары; 
тогда но общей формулв (22): 


1=21-- Я 2Е. 


Если орты (23) направлены по положительнымь Декар- 
товымь координаткымь осям, а полюсь взлть въ начал 
воординатт, то Х, У,2 представллютъ собою Декартовы коорхи- 
паты вонца вектора п, Такимъ образомъ Девартовы координаты точки 
представляють собою частный случай координат д,. а», @., Стоящихь 
въ форыулВ (22). 

Орты (23) мы будемъ называть координатными. Обывиовенно 
оны будуть считальсн взаимно перпендикулярными; вирочемь пока это 
необнзательно. 

26. Основныя свойства разложения вектора по ортамъ. 

1. Есяк векторъ равешь вулю, то вс три его координаты 
равны пулю. Это слёдуеть изъ формулы (24). Если 


э-;-2к=0, (25) 


10 можно себ предетавить три случая: 1) Ни одна изъ координатъ 
зе равна нулю; тогда ` 
. 2=—2ж— 


что невозмолию, таьъ макъ зекторъ, зависяции оть ортовь 1 и}, можеть 

быть только комплянарень съ послёдними, & орть Е, и слфдовательно 

п векторъ Е съ ними не вомплянаренъ. 2) Одна изь координаиь 

равна нулю, нанрим6рь 2=0; тогда формула (25) даеть: 
Я=-—х, 

что невозможно, такъ вакъ орты Ги } не параллельны. 3) Предполо- 

жене, что двф координаты равны нулю, влечеть за с0бою, по формул 


(25), равенство нулю н третьей координаты. Итакь, услове (25) равно“ 
сильно тремъ аналитаческимъ: 


Х—0, У-о Е 


1, Сомов. Векторащьный аналит, 2 


— 18 — 
нарал- 


(П. Геометрическаи сумма векгоровь съ общимь оромт, 
тьныхь, ныфеть своимь тепзоромь алгебранческую еумму теизоровъ, 


ле. 
оздфльныхь слагаемыхь: если 
п, ==46 М =ы,6, ... ЧЕН, 6, 
Й И 
Р-н... т, 
то 
Вене... Рае, На (а; 
откуда 
= Р-Н ,.. Чи,. 


1]. Вели два вектора геометрически равны, то ихф воор- 


динаты соотьЪтеевенно равзы. Пусть 


тогда по свойству И: 


(9 — хо - у, 


‚охкуди на основан евойетна Г: 
хх, #, 


Обрахное заключеше очевихно тоже еправедлива. 

1\. Координаты геометрической суммы нфеволькихь ев0- 
бодныхъ векторовв равны алребраическимь суммамъ еоотн 
ственых® координатр геометричееких» слагавинхт. Еели 


+ 


з 
то можно палнеать: 
ыы. ха Уи Ея УзА | 
. 2, 1 ГУ, 
АРХ... Г-НУ. УХ 
+ Е-АЕ- ... 20° 
1, 


=. НОУ 
ЧР, -ЬХ. 


Съ другой стороны 
3 


сравнене этой формулы съ формулою (26) но своетву ПТ дветь: 


хх... Хх, 


Уи, 


в 
- (7) 
ИТР. 
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Среди веклорь. 


27. Среднй векторъ и геометричесий центръ. Будемь называть сред- 
нихъ зезторомъ геометрическую сумму нёоволькихь векторов, дё- 
дениую па число этяхь венторовь. Если хапн п, 1, ... ы, То средшй 
нехторъ, . 
Бары... Чл, 28) 


Это покные находить себ приложене при опредфлени геоме- 
трическаго центра какой-лнбо фигуры. Въ простВйщемь вид поняче 
о геометрическомь центрё является при раземотрфий сиетемы отдфль- 
ныхъ точекъ, образующихь какую нибудь конфигурасю. Пуеть будуть 
М, М, ... М, эти точки, и гу Р,, о... Ти ихъ полирные векторы при 
произвольно взятомъ полюсё 0. Опрежфливь средьйй вевторъ У по фор- 
мулЪ (28) и въиняюмь за ето начало тотъ-же полюзь 0, мы молучимъ 
на его конц точку .0, которая называется геометрическнмъ цеп- 
тромь давной конфигуращи (14), 

Положеше геометрнческаго центра не завноить оть положен 
полюса 0. Лайствительно, написавъ равенство (28) въ видз 


тт... 9 == {23} 


мы имфемъь линейную геометрическую зависимость, въ которой сумиа 
спаляровъ, 1--1--... --1— равна нулю; а это по теорем $ 28, 
и служить признакомь того, что эта геометрическая зависимость вы- 
рашае такое соотнощеше между точками, пъ воторомь положен 
полюса роли не играетъ. 

Переходя отъ.конечваго числа точекъ къ фигурамь, образуемелеь 
мощными линями, поверхностями изн объемами, мы можем притги, 
замвняя геометричесь!я суммы геометрическими или вектор1аль- 
ными интегралани, къ понлтНо о геометрическомь иентрВ таких. 
фнууръ, кажь эло будеть выяснено нике. 

28. Центръ массы. Обоблене формулы (28) приводитв кв нонятНо 
и вв построешю центра массы. Раземотримь онять кокфигурацио но- 
нечнаго чнена точекъ, №, №, ... №: н предиоложимь что каждая 
изь них есть точка пе простая, а кразная, т.-е. что въ М, овпя- 
дать зн, точень, въ Л, —чи. точекь и т. д. Тогда формула (29) ири- 
вимаеть вилъ: 


Чжу, 
+ 


в, у, 
т.т: 


(30) 


Выфето кратности чочекь можню себ представить, 110 въ точках 
М, М, ... М, созредототены массы т, т, ... т» ипричемь эти 
2* 
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пысла могут уже и пе быть иблыми; тогда точка О(у), ‘опредфлнемая 
формулою (30), называется цомтромъ маесы данной снетемы точень 

Легко олять тВаь-же путемь, какъ въ $ 27, уббдиться, что но- 
ложеще центра массы пе завиеить оть положевя полюса. 

&ь понятно о центр масеъ, распредёлениыхь непрерывным 
образемъ по сплочнымь лишимь, поверхностям или объемамт, можно 
опять перейти, зам илл геометрически сумы ивтегралаки. Въ частноети, 
волн массы отдяьцыхь безконечио-мельхь элемонтова лин, новерхио- 
стей иди объемовь замфнить этими самыми элементами, то пентрь массы 
обращаетел опять въ геометрический цевтръ. Понят!е о геометрическомь 
интеграл будеть разсмотрЁно въ главз УП. 

29. Переходъ нъ акалитичеснииь формуланъ для центра массы. Фор- 
мула (30) предсталллеть собою объединене нь одиу формулу извегныхь 
въ механикв формуль для Денартовыхь воордипаль центра массы. | 
Зыразниь векторы г, Р, ... К помошью координатныхь ортовъ 1, ], 


= --у Наль 
тая у Ча 
Та к +4.) - вк, 
Уд |. уе 


тоРла по формуль (30) 


(в, р, -- .-. ты) уд вю) = ата, авьдь--... ты 
бу, Роу... ты) бла, Ваня, |... Ч тыв,Ж 


а отсюда на осповаши свойства ПТ, 8 26: 


(ина -Н Нонна Е жа, З- оо. ЗЕ тажь 
п-т, ... аду т, Ру, В... -Бзыйфь 
Ри. Ри == ие, |-тыаь -- ыы. 


Опредфаяя отоюда и, ус» 2, мы получаемь извфетныя формулы для 
хоординать центра массы. Мы видимь чакихь образомь, что олредь- 
леше, данпое центру месвы въ $ 28, совпадаеть еъ тВыъ, которое 
даетен въ механик. 

30. Барицентричесное исчислене Мёбуса. Если въ вершннахт те- 
траэдра совредоточены маесы т, ть, в, ти, то`положене центра, массы 
опредёляется формулою (30) при в==4, причежь начало векторовь 
можеть быть взято произвольно. При изиёнен!и масеъ будоть мфияться 
н положене их центра; такимъ образомъ числа т, зи; чи, т, при 
данномь ноложеши тетраэдра, мотуть служить для опредфлешя любой 

’ точви въ проетранотий. Дяя того, чтобы можно было такимь способомь 
опрехфзить положевя ве®хъ точекъ пространетна, т.-е, лежащих не- 
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только: внутри но и ви тетраэдра, пужно допустить, что массы и, » 
т; т, могуть быть к отрицательными. Очевидно, что при этомъ играють 
рояь не абсолютныя величины этихь массь, а только ихь отношешя, 
такъ какъ отъ измфненя изъ въ одномь и томъ же отношеши век- 
торъ т въ формухВ (80) не изк$няетея. 

Указанпый ‘здфеь 610с0бь опредфлять положен точки служить 
овноващемъ особаго рода методы аналитической геометрия, предложенной 
Меёблусомъ (МоБаь, даз Багусенблаене Сац, 1827), Теперь его метода, 
утратила, свое значение; но она сыграла роль п исхофи математики, 
тавъ кавъ ею впервые въ аналитической геометр!и были введены одно- 
родныя координаты, т.-е. тая помощью вохорыкь всф алгебраичесня 
див или поверхности опредфяяются уравнешями, однородными отно- 
сительно координать; 


Зевгомальное изображене площади. 


31, Правило для этого изображены. Очень часто приходится, раз- 
сматризая площадь, ограничелную како-либо замипутою лин!ей, гово- 
рить не тольхо о ея долячинф, но но 
ея направлены, понныая подъ послВд- 
лик» то или другое направлене пор- 
мали въ нлощади. Въ этахь сдучаяхь хо) 
ветественно изображать площадь та- 
зимъ геометричеекныь элементом, #о- 
торый заключаль бы въ себф понлте 
и о величие и о направлеши, т.е. 
лекторомъ. Этотв векторъ долженвъ заключать въ себф стользо условно 
принатыхь линейныхь единиць, сколько квадретныхь единиць зажлю- 
Зается въ площади, и доджень быть направлекь по нормали къ пло- 
зцади въ одну опредфленную сторону, относительно которой пужно 
разь навсегда условитьея точнфе. Предетавимъ себ челов ка, идущаго 
по контуру илощахи такъ, чтобы она оставалась у него справа; тотла 
за положительное направлен!е нормали къ плошади будемъ 
принимать ея направлене въ ту сторону, еъ. которой находится идунуй 
о ней человёкъ, или все разно въ ту сторону, откуда обходь кажетсл 
совершающимся по направхею дзвиженя стрфлки часовъ. 

32. Разлежене площади и изображающаго ее вектора. Предполагаенъ 
извфотнымь, что проевщя нлошади на каную-нибудь плоскость равпа 
произведение этой нхощади на восинусь угла между плоскостью, кото- 
рая ое содермить, н плоекостью ироелшй, Уголь между плоскостями 
изиёряетея угломь между нормалями въ нимь; чтобы не было двой- 
ственности, цеобходимо, уставозявь положительное направлене пормелти 
зъ проектируемой площади, сдёлать то же самое и относительно пдо- 


Фиг. 12. 


скоети проенщй. Тавимъ образом уголь между обфими ихоскоетями ие 
зеегда будеть оетрый, и проезщия‘площеди на данную- плоскость. пе 
всегда будеть положительною. Пусть будеть Р плоскость проевщй, 1 
орть, взятый на ея положительной нормали, 9 даниал илошадь, 8 
изображаний ее венторь. Если 8», есть величина площаки проекции 
данной илощади ина плоскость Р, то 


8» == бсоз(8, 1); 


проекцгя веятора В на нормаль въ плоскоеги Р выражается тою же 
формулаю. 

Еели мы хотим и преектированную площадь изобразить вевго- 
ральто, +0 должны дая этого вектора казисать: 551. 

„Пусть будуть Р, ©, В гри плоскости проевшй, не нереезкающ/лел 
по одной и той же прямой или, товоря общеВе, не параллельныя одной 
и той же прямой. Эти два предположения равносильны, потому зто здВеь 
ирраеть роль только направлене плоскости, & не ея абсолютное ноло- 
желе въ пространств, п поэтому въ случа параллельности трехъ 
плоскостей одной и той же ирямой ихк можно замфуить тремя ило- 
сностями, пересфкающимисн по одной и той же прямой. Въ обоихъ 
случаях мы будемь говорить, что эти илоскости понакоальны, Озна- 
чимъ черезь 1, }, Корти, налтые на нормаляхъ въ плоскоетлыъ Р, 0, Ё 
и проведенные отъ каждой изъ плоскостей въ заранве опредфлениую 
сторону. Фазлагал В по этныъ ортамь, мы получимъ: 


= 8-8 [Е 


Здесь 5» 5, 5; суть ие только проекши вектора 8 на пормаляхь вх 
даннымь плоскостямь, но выфет съ тЪмь и проевщи плошадн 8 па 
эти изосвфетн. Въ этомь смыслф можно говорить о равзложеши дан- 
ной плошахи на три изощеди, лежашщ:я въ Трехъ данныхь 
пе конавс1альныхь плоспостяхъ. 

'Неконавывльность плоскостей проевйй есть необходимое услоше 
зозможвости и опредзленвости разложеня. ели плоскости проекд 
вонавоальны, то нормали къ нимъ комллянарыы. (8 20); и еели влоскоеть 
даяной рломади 8 не конанфальна съ плоскостями проевщй, чо раз- 
ложене невозможно, & если. она съ ними конакальна, то разложенте 
пеовредленно, назжь волкое разложене вектора, ва три хомплянарныхь 
ет, нивъ вектора. Въ послВднемъ случаВ досталочяо для оцредфленности 
разложены двухъ плоскостей проекийй. 

ФазложенЕ (31). вектора по ортамь есть частный случай разложения 
болфе общахо: но тремь ие комплянариымь векторамъ (8 24). Эт0 ука 
зываеть на возможность слЗдующаго обобщения разложеши плошадн 5: 
ве можно раздаталь це прямо па три ея провющи нъ трех данных. 
плоскостях, а на три леяяицихт в5 этих плоскоегяхь опредфлениыхь, 
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заранфе заденныхь площади; причемь наждая изъ эпихь площадей 
являетея умноженною на. который скаляръ. 

33. Венторальное вырамеше многогранныхь и кривыхъ поверхностей. 
Пусть будуть 5, 5 ... Я» нлощади граней, воохавлающихь часть & 
поверхности н®козораго миогограчника. Казвдой изъ нихъ соотеБтотвуеть 
и который везтор® Б,, Б,, ... 5», построенный по правилу $ 31. Нор- 
мали по вофиъ сраняыъ здфсь и дахве предполатаютея направленными 
въ одну и ту же сторону по отношенйо въ общей поверхности зевхъ 
граней. Условимен называль геомотричеекую сумыу 

8=8, 8... 
зектор1альнымь рыражешенъ или просто векторомъ веей по- 
перхноети 8. 

Это поните можно распроетранить м на тот случай, когда эта 
човерхвоеть кривая; для 5100 нужно ее замФнить многогранною 0 
безконочно-малыки грапями (вообще говоря треугольными), построить для 
каждой грани соотизтственный ‘векторь я опредфлить предЪль изъ 
теомотрической суммы при == оо. Эхоть предфль предетавляеть собою 
вектор1альный интегралт ($ 27}. ” 

Таземотримь теперь замкнутую поверхность. При этомь уело- 
вныся за положительныя палравлешя вормалей зо вевхь ел тоткахь 
принимать лаправлени во внфшиюто сторону оть тфла, ограначеннаго 
этою поверхноетьо. 

Теорема. Вохторъ замкпутой поворхности равен нулю. 
Раземотриав сначала замкнутый многогранниеь, Чтобы показать, что 
для него 8 ==0, похажемь, чю въ разложеши 

8=5=-- 5-8 

В» ==0, 9,==0, 5, =0. Для этого раземотримъ проекцию многограннияа 
ив изоскость, перпендикулярную из орту { `Легко видфть, чво: 1) эта 
проектил ограничена н%которымгь замкиу- 
тымт, многоугольнымь контуромь; 2) что 
внузри послфянаго хаждая точка явдлется 
проввщею ТоЧеЕъ двух или вообще четного. 
числе граней: каждой изъ этихъ послёднихъ 
трачей соотьфтетвует ифкохорая нормаль, 
причемь однз изъ отихъь нёрмалей обра- 
зують съ нормалью въ плоскости проекщй 
острый уголь, в друмя тупой; 3} число тёхь 
и другихь нормалей одинаковое. Вудемъ 
называть эти нормали пормалями перваго Фиг, 18. 

рода и пормалями второго рода, Легко ви- ° 

дАть, во сумма проеюый граней съ нормалями первато рода равна 
сумк® проекиий граней съ нормалями второго вода, чо что этя`проекци, 


оке 4 а 


согласно устаповлекному выше правилу, отличаются своимь знаком. 
Поэтому алгебраическая сумма проевщй вофхъ граней равна нулю. То 
зе самое шы найдежь, разоматривая проекщри миотогранника на длоско- 
сти, периендикулярныя въ ортамь } и К. Но по фориудамъ (27} эти 
алгебранчесыя сумиы равны Я» 5, бд откуда и скздуеть, что век- 
торъ 8=0. 

Опять по способу предзловъ зта теорема распространяется и ма 
Еривую замкнутую поверхность. 


ГЛАВА ПН. 
Произвелевя векторовъ» 


Общая соображешя о произведотяхь ивухъ векторовъ, 


34. Два рода этихъ произведены. Различають два рода произве- 
дей векторовъ: 

1. Произведен! чензоровь двухъ вевторовъ п и у на косинуеъ 
угла, между ивправлешями этихь вектаровь: 


20603 (и, У). (82) 


П. Нроизведеве тензоровь двухъ вевторовъ на синус угла между 
направленями этихк векторовъ: 


вул (а, т). {33) 


Основащемь для хото, чтобы эти выражешя называть „произве- 
денями векторовъ“, служить нетолько то, что въ эти выраженя вхо- 
лять тензорн векторов множителями, но тадже и то, что иёкоторыя 
свойства алгебраическихь произведен распространяются на произве- 
денйл векторовъ, вакъ это будеть ниже показано; въ особенности первое 
произвехее можно разсматривать какк обобщен азгебраическаго, 

Необходимость изучены обоихъ произведей вевторовъ вызывается 
потребностями физичесвихь наунь, напримёръ, работа силы выражается 
произведенехь церзато рода, момевть силы выражаетея произведенемъ 
второго рода. И въ различныхе чисто геометрических» вопросахъ, каюъ 
мы увидимь въ тлазахь У и УЁ оба произведения играють боль- 
щую роль. 

35. Существенное различе двухъ произведен. Оба произведеня 
были поставлены рядомъ, квЕЪ аналогичныя въ томъ охнотени, что 
3% них входять слагленыя того же вектора по двумъ направленямь: 
въ одномъ произведены вдоль другого вектора, а въ другомъ произве- 
дени шъ нему перпендикулярно, , 


осо (и, 1)], щезнки, 7) 
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разложене же вектора по дпумь  взапмно перивидикулярнымь 
направленыьь приходитен, коль извВотно, дВлать ма важдомь малу. 
Несмотря на чавую аналогно, роль двухь произведений о вовхв нхь 
ирнложеняхе существевно различна; а поэтому и разематриваются они 
въ вектормльномь апализВ существенно различнымь образомъ. Первое 
произведен!е разсматривается всегда хакъ скалярь, & второе 
ироизведене всегда вакъ вектор». Будеть не лишним ось ва- 
маго начала выяенить причину такого различ я. 

Произведене перваго рода разематривается какь выражен ска- 
лярное, т.е. ему не притисывается никякого варавхетя, по елВлую- 
эпижъ соображещямь теоретическаго и практическаго свойства. Ееян 
произведенте (32) разбить на множители + и 9608(и,У), то было бы н%- 
которое основаке ежу приписывать направлен веклора п; но разбив, 
30 же произведене ил нножитехлны у и ис05 (а, т), можно было бы съ 
тфмь же основашемь нриписызать иронзведению (32). изиравуеще веб 
тора у. Въ виду этого было бы нфокольво больше осиовалия изображать 
это пронзведене въ вид вектора, пернеидикулярчаго из обоимъ пек- 
порамь вон 1; вон 910 было бы недостаточно мотивировано: 1) позому 
что для вектора и дли проекши на него другого вектора въ сущиоети 
пей наиравленя, перпенднкухярныя въ первому нзъ нихт, безразличии; 
2) для изображешя площади мы уже условились употреблять векфоръ, 
въ ней ‘пернендикуляриый, но чесоз(ц, У) не ееть площадь, иосгроенная 
па вевторахъ п и т. Вирочемь эти теоретичесыя соображеныя пе очепь 
убВдительны, и главная причина, по которой произнеденще (32) спи- 
тають екаларомъ, 970 ха, что во зевхь уриложещяхь, дв оно являетел, 
980 играетъ роль только по своему численному знамен, и надобности 
ему приписывать какое либо направление не встр чается. 

Другое дёло относительно пронзведена второго рода. Оно изм 
раетъ 60бою площадь параллелограмма, построеннаго на обоихь век- 
торахь ии т. Уже но принатому ву $ 31 правилу векторальнаго изо- 
бражетья площали естоетвенно и это произведеяю изображать въ внд\ 
вектора, и притгомь нытравить эт0т% вехторъ перпендикулярно къ плое- 
хоети параллелокрамия, т.е. перпендикулярно въ обоншъ венторамъ. 
Аругал причина для векторальнаго изображения произведетя (33) со- 
стоить въ томь, 470370 наиболфе соотвфтствуеть тЪыь пфлямъ, дая 
которыхъ оно разсматривается 39 воВхЪ вопросах, хд% оно прилагаетел, 
а то конечно самое существенное. 

36. Назвамя и обозначеня. Произведене иерваго рода (39) мы 
будехь называть геометрическиыъ произведем двух векто- 
ровъ м обозначажь так: 


сов (и, У) =. т, (34) 


ставя между буквами, обозначающими некторы, точку. 
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„Во избфжаве недоразумВй мн нихогда не будемтъ славить точки 
мезжиу кевини либо скёляраыми маожителяни или межлу оваларомь и 
векзоромъ. 

Произведеше второго рода, хоторое, если не идеть рЬчь только 9 
скалярномт зачеши этого произведенйн, будеть изображалься иъ внлЪ 
вектора, мы будемв называть вектар!альнымт произведен!емь и 
обозначатг. сл куонимь образом: 


ху, (35) 


ставя между буквами, обозпачающими векторы, косой крест. 
Приведем другя употребляюнияся назвал и обозначения. Для 
произведен я (34) териичь „геометрическое произведен!е“ предложейт, 
Резалемь (6521) и въ рузскую литературу введен Г. Сомовымъ. Лли 
произведения (85) ими особеннаго термина не. употреблялось. 
, Грассманиь (Отаззтали, „Анедентипаевге“) улотребляеть для 
призведеня (34) синволъ [15] и называеть его „внутренаимя, иронзве- 
дешемъ“ (тиегев РгойиЕв);. произведен зе (38) онъ обозначаеть еим- 
воломь [26] и называеть „внёшнимт произведенемь”“ (Яиззегев РгойиЕ 6) 
или, разематривая его окалярно, „Ралетбзве“. 
Гамнльтонт (Назон) дуя векторовъ я и В пишеть 


808 = — «Всоз(ы, В) 


Рав == явзщ(а, 8) 


и называет" э®н выражешя „скалирною“ и „вектормальлою“ чаетями 
впатериона. 

Фёниль (Ебрр)) употребляеть въ позлёлднее время ойознаяеюя: 
55 зомагоя Ргойпкь, [308]--Уеогргодак. 

Салв, Ваонегек, ЧепеЮ аш@ Тагпег и др. дяя первато проняве- 
денря (305), (#8), для второго [968], [8]. 

6165$ апа УПзов пазываоть А.В „Ан'есь редок", АХ В „зем 


ровно“, Их зиажоьь для обоихь произиелейй мы и будем® придер- . 


жнлатеген. 


ТГеопетрическое произведеше. 


37. Основныя свойства геонетрическага произведен. 
1. Геоветрическое произзедеше подлнилется закону перемфети- 
тельности, т. 


У. 1—1, У; (36) 


это слфдуеть изъ того, что 098 (у) = с08 (шут); причемь нодразум®ваетея, 
что въ обоих случаях уголу, отечитыпается огь первато из, стоящих 
5 скобкахь венторовъ ко второму, и. поэтому перестановка буЕвъ нодъ 
знаков косниуса розцозналуща сь неремфиою знака угла. 


= 958 — 


П. При умноженйт одлого изъ мпожителей геометрическаго про- 
изведеныл но скаляръ все геометрическое произведеше умножается ва 
этоть скаляръ, т.е, 


(вп). У= (и. т) ==. (т). 


Вь этомъ отнощежи геометрическое произведеше подчиняелся заполу 
сочетательности, Нонятно, что можно также писать: 


эия(и. у) = (вит) (ит) == (ва). (т). (38) 


ТИ, Если векторы нарахлельны и направлены или въ одну сто- 
рону или противуроложны хругъ другу, то геометрическое произведене 
обращаетен зъ азтебраическое и равно, съ Вых или другимь эпекомф, 
произведено тензоровъ. Въ первомь случай 


ЦТ, 
3 во вторемь 
П.У=— 4. 


Ту. Геонетричеекое произведеше двухъ геометрически разныхь 
зекторовъ равно квадрату ихъ теязора: 


или сохращенно 
=; {33} 


поэтому тензоръ какого-нибудь вектора можеть быть изображепь тажъ: 
в=ум, (40) 


‘еддовазельно Уи п хе то же самое. Оргь вектора @ можно такь 
выразить: 
© 


уе (41) 
У. Геометрическое произведен п.л равно нулю въ трех, случаях: 
1} вогда и==0, 2) козла 7-0, 8) когда в и т взаимно перпендику- 
яярны. Такимъ образомъ, въ отлич!е отъ алгебраическато пронзведеня, 
теометрическое произведен! можешь разнятьея нулю н въ томв блуза, 
когда ни одинъ изъ множителей не равен пулю. 
. 38. Геометрическое произведеме тевистричеснихь суниъ. На это 
произведеше распространяется правило умножешя алгебраческихь 
многочлеловх. Докажем, что если 


в=и-НУ--+ ... 


#=шУ*..., 


то 


а) 


По свойству геометрической сухим 


5608(8,3') = ис08(4,3'°)-- 9с08(у,8’) -- сов (8)... ; 
умножая об части на 5', имфемъ: 
ви. у. м. --... (43) 


Этимъ доказано правило умноженя многочлена на одночлеяъ. 
Приласгая его къ каждому изъ тленовь второй части равенства (48), 


находимъ: 
ди’ а.т 


зле. 


а подставляя это въ формулу (43), получаемъ формулу (42). 

Изъ этихъ преобразоваый также видно, что въ сумм теометря- 
чеснихь произведен! общЙ геометричесый множитель можеть быть 
взять за скобки: 


ав ь.в--е.з--... =(а-НЪ-е-р ... ).з, 


Вое, что сказано о произведен геометричеекихь суммъ, относится 
и въ произведено геометрических» разностей, такъ какъ, п—У=1-у’, 
тдё У векторъ, равный по величин вектору у, ко противуноложно ему 
направленный. Поэтому наприм$ръ: 


{п— т). 9) фм мину. х. 
{т} = (У). (42 У) = Е.Н, 
{и--у). = бы. 


Замиимв еще одно свойство геометрическаго произведения, которое 
можеть быть иногда полезно въ преобразованхъ: теометрическое про- 
изведене ие измЗнлетсл, если въ одному изъ его множителей геоме- 
трически. приложить векторъ, перпендикулярный къ. другому множитен; 
паприхфръ, если. у н \ периендикулярны, та 


(Им). 1. 
Обратно, изъ равенехва, 
ЧИН. . 4 


-®- 


ие саБдуеть иёпремипо, чо п=-0, & можно ЗОдЬКО заключить, 990 
вевгорь м ==0’-—ц перпендикулярень къ т, такъ какъ формула (44) 
аеть 


{Ш — в). У, ==0, 


и удовлетворяется не только при Ш’, по и при 608(\/,У)==0. 

39. Роль ортевъ въ геонетричесномъ произведени. Еелн один изъ 
множителей есть орть,; то теометричевное произведене предетавляеть 
собою презкцио другого множимеля ва иаправлене этого орта: 


м. 


808 (1, 1). (45) 
Еели оба вектора суть орты, 10 геометрическое произведеше опред 
дяеть косануеъ угла между направленмями этлхь векторов: 


я 


1.1 — в05(1,Ё). 


или мы онредфляемъ пекторы помощью трехъ взаныко-церлевди- 
хузярныхь ортовъ Ъ }, Ё (8 25), то для этихъ повабднихь имен 


‚ (16) 
(47) 


1, кк 
1520, 14 


Пусть даяы векторы 


и= 1 у ак, ш-=ХЬ|- 74 -- ИК. 


Примфляя къ ним правило перемпожея геометрическихь сумит и 
свойство П, 8 37, и пользунеь зазненмосеями (46) и (17), находим, 


= ХХ У НДИ. (48) 
Отеюда, если и=т, полузаемь 


(40) 


40. Преобразоване вектора оть однихъ координатныхь ортовъ нъ 
двугимъ, Пусть будут (@, }, ©) ин (Г, Г, К’) дв енетомы взаимно-нерпепди- 
хуларныхь ортовъ. Требуется вектор, риздоженный по первымъ ортамь, 


ч—= Х-- У) --2Е (50) 


разложить но вторызгь ‘ортажь, 


И ХУ. (51) 


в. опредфлить скаляры разложеня: 


1) Вь теор кватершоюновь Гампаьтола, ни разложеньг зектора по тремъ 
ззаниио нериоцянкуляриымть направаешюр орт предетавляютея мипжеызии едлии- 
цами (но аналофи съ изображещемь комиленевыху, чисель на илоскоств) и там 
поэтому орты подчниепы условия Уф Ю=-1 (вы. 8 54). 
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ля этого умиожимь 06% части этого равенетва геометрически на Ё; 
цо евойсввамь (46) и (47): 
пр= ха 


вже найдем 


р-р. дх. 


Точно 
=, вк’ 
Подетавляя сюда вмфето п его выражеше (50), и получаем, 
Х = ха.) -- У. ДЕ), 
УЖЕ 29.)-Е2®.У), (52) 
=: Хх.) У. К). К), 
имь еще формулы, которыми нажь впослФделмыи нонидобяжен: 
Кио 


Нриложеня и упражненихт. 

л. Работа Г, постоянной силы # относительно ирямолииейнаго персифщеши 
3 вырадиетея формулою 2, — Р-в. Работа перемфаной силы Р относптельно криво- 
линейнаго пути 8 выражается сумыою элементарныхь работь 


= Ны У, №. 89, 


ув Аз суть хорды, отлриволющут послфдовательныя безконечно-малыя дуги пути 8. 
Если сняла геометрически постоянна, то 2 =Е.Ъ, гл 

Ва №, 48 
веть хорда, стяизижищая всю дугу $. 

8. Доказать, что работа равнод®йствующей В пзеколькихь еиль Г, Г, 
ириложунитьсхь в одной ц 10 г. га, относцтеньцо перемёщены $ этой 
точькп, равта алгебраической сумы работь соета- 
вляющихь сплт. Рышенте: . 

ВЕ и, ..., Низ. на... 

9. Показать, что геомелрицеское произвеле- 
ше векторов, ложащихь во взанзшо перпендиту- 
дарныхь плоскостахь, равно проязведенйо проезжий 
этих венторовт, на линбо иеросфчетл плоскостей. 
Рене: 


(9-20). 59-20 =, Фиг. 14, 
10, Вевторы и н т разложены по трезь пе- 
вомизянарныхь векторамъ, Выразить ихь геомстричееное иропзведеще. 
11. Выразить длину вектора, разложениаго по трель некомияииарнымь 
вокторомъ. 
12. Треугольнийь задан полярными векторами га, 
В, @. Выразить векторально его сгоровы п урав Отв 


гз его верпиие, А, 
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ЗВевлортальное произведет. 


41. Изображене векторальнаго произведеня въ видЪ вектора. Кашь 
уже выше сказано, мы будемь векторальное произведене изображать 
ъъ видф векторв, пернендикулярнато къ обоимь даннымь вевторамь 
пит. Для 9200 нужно на перпендикулярномь къ ним направлении 
выбрать орть в и отложить его столько разъ, сколько едининь закл- 
чается въ произведени возт(и,у). Можно ‚написать: 

п Журн, с. {54} 
Чтобы не было двойственности въ такомъ изображети, нужно усло- 
витьея относительно тото, въ какую сторону от плоскости наралхедо- 
трамма, опредзлаемаго векторами и и т, проводить 
ортъ в. Пусть будеть АВСР этоть параллело- 
трамыъ, г вАВ-и, «ВЦ=т. Чтобы оть на- 
правяенёя перваго вектора перейти 5$ направлепио 
второго, двигаясь внутри параллелограмма, нужно 
повернуться на уголь (и, у); и это вращеше мо- 
жетъ нредетавляться совершеющимся по движению 
серёлки часовъ или обратно, смотря но тому, съ 
которой сторопы смотрёть па плоскоеть иараллелограмма, Мы условим- 
си проводить ортъ в въ ту сторону, откуда это вращеше кажеген совер- 
вающимся по часовой отрёлеВ. 

Это правило согласуется съ правиломъ 8 31 для векторальнаго 
нзображешя площади, 

42. Основыя свойства векторальнаго произведеня. 

1. Оть перестановки множителей вектор!альное произве- 
ден!е нфняеть свой знавъ, т.е. 

реп %) (55) 


ы 
1 Это слёдуеть изъ того, что перестановка множи“ 
у телей здёеь равносильна измВненио направлен 
1 } вращеня, для перехода отъ перваго вектора, ко 
9 „/ второму, на иротивупололное; & это измвинеть 
знавъ синуса: 

911 (у, 1) — — эт (ит), (56) 

& сибдовательно и зпавъ вектора р. 
1 Тавимь образомь закону поремфетительноети 
У къвекторальнымь произведешимьне прим няется. 
П. Оть умноженя одного изъ векторовъ на 
$ скеляръ векторальное произведеве умножаетсл 

Фиг. 16. на этоть скадярь; те. у 
(пт) ХУ= (а Жт)=и Хх (ит); (57) 
(пит) Ж (их) == ти(а Ж 9). (58) 


Фит, 15. 
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ПТ. Векторальне произведеше, будучи вехторомъ, ин при кавихъ 
условахь не кожеть обратиться въ алгебраическое (въ противуполояе- 
ность геометрическому произведенио); но тензоръ этого вектора, можжел"ь 
сдЗлалься равнымь пронзведенно тензоровь данвыхь вевторовъ, а 
именно, когда эти векторы взаныно периендикулярпы. 

ТУ. Векторальное пронзведене (55) обращается въ нудь въ трехъ 
случанхь: 1) когда и==0, 2) когда У=О и 3) когда векторы инт 
параллельны. Въ частности . 


пхп 


Это послёднее ироизведене мы викогда не будемъ изображать сихво- 
домЪ и’, сохраняя этоть символь для геомотрическаго произведешя п. и. 

43. Вевторальное произведене геометрическихь сумиъ. Векторальное 
произледеше геометрическихх ‘вумиь подчиняется тому же закопу, какъ 
и произведене алгебраическихь иногочленовъ; 1,-е. если 


8=и-У*--.. 
вии... 


то 
8Хя—=(ижхи) -|-тЖе)--(иЖш)-|... 

+ жу) +9 ху) шт... 
ах) их) --шх*)--. 


(59) 


Докажемь эту формулу сначала для простВйшаго случая: 
(их я=ижэ) их м. . (60) 


Построимъ трехгранную призыу; у которой стороны ‘основащя АВС 
образуются векторами п, ти "--у, а боковыя ребра опредфлаютея 
зекторомъ т, и едфлаемь веклоральное Ге т Е 
нзображен!е граней этой призмы по пра- 
вилу $ 31, считая у каждой грани ио- 
зожительною  пормалью внфшнюю. 
Геометрическая сумма вевторовь 8 
войхъ граней призмы равна нулю, так 


кавь поверхность, образуемая этими А О 
гранями, замкнутая ($ 33): Фиг. 17. 
Заво -- Вале Завев» —— Зевокя -Г Змрго) == 0- (61) 


Но въ отдфльноети: 
ЯЗаве-- Вывв) = 0, 


потому что эти вевторы численно равны м противуноложно друкъ 


1. Сомовъ.Вонторольный анваиь. з 
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другу направлены; слёдующе два ‘вектора предстакляють собою по 
величин и по напразленно вокторальныл пронзведени: 


Зазвр) = ИХ м, Закр == Хм. 


ПослвдаЙ же векторъ, будучи чиеленно равень векторальному произ- 
ведеиио (и--т) Жи, ему нротизуположень; потому что вевторь (и--у) Ха, 
и0 общему правилу вектоальныхь произведен, направлень впутрь 
призмы. Итанъ: 


Зкавнот= — (п-т) Хм, 


завненмость (61) даеть формулу (60). 
Формула. 
хи) =иху--их я) 
могла бы быть доказана подобвымъ же образом; но ее можно вывести 


уже чисто векторальнымь способомъ. По свойству (55) и но уже до- 
казанному имземъ: | 


пх (7-я) (Ея) Хи= — ухю— (ихш= 
(хх м). 

Переходъ къ общей формуль (58) сводится теперь къ замфнению 
отяфльныхь элементовь формулы (60) геометрическими суммами; па- 
примВръ, полатая въ послёдней: 

жит, 
находиме; 


шрух Шу = ия хя=шхя--хя) 
[их (ен Хх У] 


= хуи жу) у хе) Ху). 

Звмтихь слВдующее полезное примфневе формулы (59). Векто- 
реальное произведеше ве измЁняется, если къ одному изъ множителей 
уеометрически прикладывается пекторъ, рав- 
ный другому множителю, умноженному на 
произвольный екаляръ. А именно: 

д -на) = и ху-- их а) 
= (цжт) Ра хю=аху. 
Теометричеекое толковалйе этого результата легко видфть на фигур 18. 
Обратно, изъ равенства 
ПХуиХу (62) 
не слёдуеть, что недремВнио у’ ==7, & нужно заключить, тто 


У У-- и (63) 
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при произнольномь ». ДЁйствнтельно, равенство (62) можно такь н&- 
писать; у 


ии —1)=0; 


и еслн векторь и пе равень пулю, то или т’ ==у или же вввторь #=т'-—у 
параллелень вектору т, что и даеть равенство (63). 

Только если для векторовь У’ и т имВюоть мЗето два или больще 
равенстьь вида (62) при различно направленныхь векторахь п, не- 
ОбхОДИМО ЗАБЛЮЧИТЬ, 410 7-1, ТАЮЪ какъ векторъ У’ — уне можеть 
быть параллелень пфекольвимъ различнымь найравленямъ. 

44. Роль ортовъ въ векторальнонъ произведени. Если множители 
векторальнаго произведен!я орты, то само произведене, будучи нер- 
пенликулярнымь къ нимъ векторомъ, численно опредёляеть собою 
синубь угла между ортами. 

ели эти орты взаимно перпендикулярны, то ихъ векторальное 
пронзведене есть тоже орть, перпендикулярный въ первым. лвумъ. 
Цусть будуть Ь.}, Е, взаимно перпендикулярные координатные орты; 
тогда: 


(54) 


Когда даны векторы, разложенные по ортамь: 


РЕ = х4-- УЧИ, 


те по формулВ (59) и принимая во внимане вышеуказанных свойства 
ортовь, находим: 


р=иху=(У2'-2ГЯ-(ЕХ— Хх + (ХУ — УХ. (65). 


Каждый изъ стоящихь здфеь скаляровъ есть проевщя вектораль- 
заго произнеденя на направлен!е коорхинатнаго орта; можно налисаль. 


(9.1 УХ, 
(их1).=2хХ— ХИ, (66) 
(Е ХУ).К=хХУ' — УХ. 


Формулу (65) можно представить яъ вид „вевторальнаго опре- 
дфлителя“: 


Е 
аху=х УЕ | (67) 
| 


3 


— 36 — 


Для тензора векторальнако произведешя по схем (49) формула 
(85) даеть: 


(68) 
Изьфетно алгебранческое преобразовав!е (Эйлера); 
етих у 2”) —(хх- ух--727'): 

=(12'—2 (2 — ХР-(х И УХ. (69) 

Мы имфемь возможность, по формуламь (48), (49) и (68), напивать 
его теперь вв чисто векторальномь вид: 

т — (и. т). (70) 

Ниже (упр. 19) мы найдемь эту формулу независнмо отъ алгебранческаго 

преобразованя (63), какъ частный случай другой векторальной формулы. 


Приложешя м упразжненя, 

13. Твердое т%ло вращаетея около оси О.А, проходяней черезь ползосъ, съ 
угловою скоростью «. Нанисаль векторальное выражен скоростл у кахой-нибудь 
точки М) этого тфла, Рё шев!е: Ели РИ перпен- 
дивуляръ, опущенный изъ дациой точек ка ось враве- 


а, то 
Г э=е2М = -ОМут(АОМ), 1 


Р|: Утлован скорость изображается везгоромъ, огло- 
— щеше кажетсл совершающимея ло движению стрфзни 
у 


А 


меппымь па осп вращены въ су егорову, откуда пра- 
В часовъ. Скорость точки № есть вехторъ, нерисидикунар- 
т пый въ хи къ ОМ, и слЬловолельно перпеидивузлр- 
ный и къг, Ноэтому, по правилу изображени везторталь- 
нато ироизведевя п принимая во випмане формулу (71), 
0 ваходимь: 
Фиг. 19. 


У=ох г. (12) 


14. Написаль формулу для окорости точки 2"), когда ось пращеня по 
проходить черезь полюс. Рёшен1е: Пусть будеть Лк.) какан вибудь точка 
ча оси вращения п векторь №М-т”, тогда кзех. т. По формуя} (12) 


У=оХЕ Хит). (73) 


15. Написать формулу дли скорости точки 2х) въ общемь случай дви- 
кеня твердаго тЪла. Ръшен{е: Эта скорость можеть был» разломена ва общую 
дан вебхь Точеьь тВла. скорость у, постулательнато движеши, опредфляемулю скоро- 
етыю произвольно валтой точни № т.), и на скорость вращалельнаго движеная 
около нкоторой оси, проходящей черезт эту точку; твиф-что У=м,--У'. Вторая 
скорость выражается формулою (73), и мы ифены: 


У= у, ьх (и то). (14) 


16. Вывести отсюда разложенемь по ортамт лаветвыя аналитически фор- 
мулы дли скорости точки твердаго зла. 


== 87 — 


11. Показаль воккоральныыь способом, что 6038 (и, у) -- зщ (и, у) 
рёшеня см. формулу 470). 

18. Вывести вевтортальныйгь спосабомт формулы для косипуса и дин ви- 
пуса суммы пли разности двухь углов. Р4жен!е: На плоскости двухь нзашиио 
ерчендикулярныхт ортовъ $ и ] проведемь два орт а 
и В, образующ:е 06 # уплы < и В. Тогда 


= сова} шо}, № — 60381 -- 918]. (5) 


1. Для 


Отеюда по’иралиху геометрическаго порвиноженя теа- 
метрическихт, сумаль 


=,603(В — &} — 60516088 -- втази В. 


Чтобы найиы 608(8 --®), проведемъ орть № ноль 
угломь В юр орту 1, сихметричный относительно №: 


Ъ! =: 60881 — 518), (76) Фиг. 20. 
а." = 05 (а -- ®) = 6054605 — зпазшВ. 


Пели К орть, перпендикулирный къ 1 и }, то 
ахь=3т—Фь, ахь= ще + РЕ, [6 
а выромелйя (75) н (76) даютв: 
&хЬ = вова — в00ае0з6)@ 1 ) = (впбеова -—- зтзеоз К 
&Ж М" = (9126058 -- созавшВ) К. 


Спавпеше этихь равенствь ст, формулами (77) и даетт пзвфетныя формулы для 
за — в) и Зи --Ю. 


Произведешя бодфе чёиъ двухъ векторовт. 


45. Возможные случаи произведенй изъ трехь венторовъ, Казалось 
бы, что`изъ трехь векторовь можно троякимь образомь составлять 
„произведет“, вводя между ними знаки или двухъ геометрических 
или теометрическаго и вевтор!ельнаго или двухь векторальныхь умно- 
жен: 


В. 
УЖ, пху.м, °. (73) 
(и Жу)Жм, их (УЖ м). {19) 


Но первое изъ эзихъ произведений ие имёёть оммела; потому что и.у 
или у.м есть скаляръ, & геометрическое произведен нзъ вектора, 
и скалаяра цевозможно. Если же вехторъ скалярно умножается на 
геометрическое произведене, то мы будешь писить: 


(ця, 


ле ставя точки между векторомъ и скаляромт, и будемъь подъ тим 
монимоть векторъ, имВюц]й направлене вектора, м. 
'Итакь, мы будемъ разсматривать толкко произведения (73) и (19). 


46. Произведеще трехъь венторовъ венторлально-геометричесное. Въ 
вопро 0 томъ, какъ комбинировать векторы въ произведещи 


РЕШУ я (80) 
не можеть быть различныхь толкован!й; & именно, зыражеше 
(жж 


пе пыЪло бы смысла, какъ вевторальное произведеше екаляра 1.7 н 
вектора тт. Итакь, произведеше (30) можно понимать только въ смол 


п. Ж*). 


Мы будемь его называль воктортально-теомезрическимь про- 
изведен!емъ "рехь векторов. Посмотрим, что оно собою предста- 
вляетъ. Очезидно прежде ввело, тго это выражеше скалярное, такъ 
вакъ ТЖ м обть верторь и берется ого геометрическое произведеше 
въ другимь векторомъ. Оно выражаеть собою съ тзм% или другныъ 
знакомъ объемъ параллелепииеда, рёбрами котораго служлуь 
данные векторз. А именно, тензоръ зектора у Х м выражаегь, хазъ 
мы знаемь, площадь параллелограмма 0 сторопами у и 1, слука- 
Шато одною изъ граней параллеле- 
пипеда; но тауъ Какъ хи изо 
бражается въ вид вектора $, иер- 
пендикулярпаго къ илоскоети уно- 
мявутаго параллелограмила, то 


1.1 ХИ-=щ.8 == ибеоз(а, 8) = 
В[исов (а, 3)] (81) 


есть произведен плошади 8 оено- 
вая паралхелепииела на его вы- 
воту исоз(и, 8). 
Знакъ произведеня (81} зави- 
ентъ отъ того, какой уголь, оетрый 
Фиг. 21. или тупой, образуеть векторь тХ и" 
съ векторомъ и. Если данные зез- 
торы расположены одинь относительно другого такъ, вакъ обыино- 
зеняо располагаются хоординалныя ови (2), (у), (2), те. так, что 
всли емотрёть внутрь трехьраннаю угла между положительными на- 
правлещями векторов, то эти векторы въ проекщи на плоскость, вер- 
пендивулярную въ лучу зрёы я, предетавляются въ послёдовательности 
п, т, \ расположенцыеи по часовой стрлкЗ, зогда, произнедеше (81} 
выражаегъ объемтъ параллелепипеда съ положительнымъ знакомъ. 


= 89 — 


Произведены и.тЖ м и их т.м выражвють объемь одного и 
Тото ше параллелепипеда; поэтому 


п.тХ Ми т.м, (82) 


т. в. знаки геомегричесваго и вектор}альнаго умножевЯ 
могуть быть поставлены один на ивето другого. 

Тань кал порядонь множителей зъ теометрическомъ произве- 
лени безразличень, то 


ПУХ ити. (83) 
что въ связи еь предыдущимь свойствомь давить: 
ПУ ХИТ. УХ и м.а ХУ, (84) 


х. в. въ вектор1ально-теометрическомь произведена множи- 
тели могутъ быть переставляемы въ круговомъ порядЕ®. 
Другая ихъ перестановка” мёняеть знаке произведеня; напримрь: 


Жи м. ХУ, (85) 


потому что вевторы УЖ ти *хт направлены противуположно другъ 
другу. . 

Если въ векторгально-теометрическомъ произведен1и два 
мпожитехя теометричесви равны, то оно равно нулю. На- 
прим рь: 

Ц ЖУ=0, (86) 


отои}-110 УЖУ 


п. ХУ=0, (87) 


потому ч1ю векторъ и Ж у пернендикулярень къ и, или чавже потому. 
что по указанному выше 


1.0 ХУ=ЩХ в. 1, 
я 


что приводить въ первому случаю. 
Произведен1е п.у Хм равио нулю также въ томъ случа; если 
веВ три вектора комплинарны, потому что тогда векторь т Хм пер- 
пендикуляренъ къ вектору и. у 
47. Роль ортовъ въ венторально-геометрическомъ произведенйи. Прежде 
звего замфтимъ, что произведевя трехъ взаимно перпевдикулярныхь 
ортонь равны ‘съ тЬмъ иди еъ другимъ знакомь единиц: 


3] хе хХ1.Е 
1КХ ]=1ХЕ1=—1 (88) 


— 40 = 


Если въ произведени п. Х 7 ве три вектора разложены по этимъ 
ортамъ: 

&=х Ук 

У= ХК, 

м Хх УЧИ, 


то выполняя первмножене многочленовь по правиламъ, доказалиьтиь. 
въ 88 38 и 43, к ириинмая во внимане формулы (88), находим: 


пухи Ху у”) | Ух 2"Х) } ЕО ху) 
хуй 

=ХхУх 

Ху 1" 


(89) 


Мы получили извЪетное выражеше объема параллелепипеда въ видф 
опредзлителя, элемелтами котораго служать слатаемыя трехъ реберъ 
парахлелёпипеда на координатныхь, ослхъ. 

48. Двойное вектомальное произведеше. Произведеше 


пЖуЖи, {90) 


которое мы будемь называть вектортально-вектер!альнымь или 
двойнымъ векторальнымь произведен!емь, можеть быть попи- 
маемо двоякниъ образонь, въ зависимости отх того, как дна век- 
тора считаются вдЪсь соединенныии въ проегое вехторгальное иройзве- 
деню. Можно разематризать иди 

чих Хя) | [9 


ИЛИ . 
4 —=(@ахуху, . (92) 


и эти два выражен1я не тождестяенны; иоэтому въ двойном® векто- 
Тальномъ произведеши два изъ множителей всегда должны быть 
заключены въ скобки. Произведен! (91) представляеть собою вевторт, 
который перпенднкулярент въ вектору УЖ и слёловалельно лежить 
въ плоскоеги векторовъ 7 и м; произведене же (92) веть вектор», лер- 
пендикулярный къ вектору и Жт и поэтому лежить въ плоскости 
векторовъ ви 7. 

* Раземотримь сначала векторь 4 и постараемся его выразить ли- 
вейною зекторальною формулою черезъ данные. На основани сказан- 
наго въ 8 20 о комплянарныхь венторахь можно написать: 


Ци, (98) 


и остается только опредфлить скаляры ж и я. Длл этой цфли вы- 


41 — 


ведемь сначала частный видь формулы, для случая, когда п=У, 1..6. 
опредфлимъ 

9: УХ (УЖ м). (94) 
Чаюь кавъ векторь у Ж\ перпендикулярень къ вектору у, то тен- 
зоръ произведевя (94) разень произведению тенворовь венторовъ 
титХ №, 1.-0.. 

Ч. == ЭчозИи у, м). 
Векторъ 4, лежить въ плоскости (у,%) и вывот8 съ тВмъ периендикуля- 
фень къ вектору у; пусть будуть 4, и 4.” слагаемые вектора @, то 
напраллетянь зекторовъ у и 1, такъ что 


Чиж, Ч. р 


Легко замВтить, что еели уголь (1, м) 
острый, какь не фиг. 22, то 9.’ направлен 
по у, г.-е. и) > 0, а 4.” противоположно 
зевтору \", т.-е. п. < 0; вели же уголь (7,9) 
тупой, то оба слагаемые отрицательные. Въ 
треугольнихв ООД. 


Ч’ =: 4, 008 (000) == очизи( у, м) сова (т, = = фиг. 92, 
2 == лба (чу) == (т.м), 


а вт треугольниЕё ОДЕ 


. № Фот) в 
Ч," ОО == вым 
слвдовалельно 
Чиж), в." = — (т. 9), 
98, = Т.М, = — 9.1, 
Ч = ву = (уму — (и, 
ях тх м) = (т.м — (т.т). (95) 


Послёдиею формулою воспользуемся теперь для опредЪленя ова- 
ллровъ жи в въ формухВ (98). Въ этой формул умпожимъ 06% части 
теометрически на пи примемъ во внимане, что векторъ 4 перпенди- 
цуляреть въ п, такь что 4.и==0; 


п (ЦХ@Х м] = мщ.у-Н мам ==0. (96) 
Опредёливъ отсюда в и нолетавивъ въ (93), получаемъ: 
ахежя) = (т и п {97) 
Умпожинъ обЪ части этого равенства геометрически на т: 


ХХ я) у (у — те; (98) 


49 — 


преобразовывал первую часть этого равепства по формуламв (82), (55) - 
и (95), находимъ: 


хи хт). 


„щх м) ху==— им Х (Хм) 
—- и, [м — (9.9) 
= (у. Уи, м) — ш.х) (у.м); 


а сраввивал это выражене съ (98), иолучаемь: 
= п.м, 
посл чего формула (96) даеть: 
п=—п.у. 
Итакь, но формул (93): 
= их (ух м) == (му — (п.м. (99) 
Теперь легко вывести формулу и для произведя 4 (92): 


ф=(иху)Хя=—их (ХУ 
=— <. ми (мт. (100) 


49. НБноторые выводы изъ предыдущихь формулъ. Сравнивая вы- 
раженя (99) и (100), мы видимъ, что законь сочеталельности дёйстви- 
лельно въ вектор ально-векторальному произведению не прикВилется. 
Изь этихь формуяъ мы находимь, что теометричеекая разность 


Ч — 9= (п.м — (жи 


есть вевкторь, лежащий въ плосности векторовъ пи №. 
Замётимь, какъ ишнеть на двойное векторельное произведене 
круговая перестановка иножителей. Но формулв (97) 


УХ (Ш Х п) = (и. — (иж, 
ха ху= (ма — (м. мт; 


складывая эти выражешя съ (99), находиыъ: 


пхиухи-тх их иж ихя-=0, (101) 


Кавт, полезное частное приложен, замфтимъ формулу, которая 
ролучаетел изъ (95) для проевши какого-нибудь вектора у па направз- 
леше, перепепдикулярное къ другому вектору и. По формул (95): 

их их у) = (н.п — (5.0); 
отеюда 
Ш чх хих. ху и 


пит (102) 


= 48 — 


Вевторъь и Х (и Х т) пернендикуянрень въ п, а п.п = 
поэтому векторъ 


веть скалярь; 


, щх (а ы 

"= хахУ (109) 
тоже перпендикуляренъ къ п. Вхорой зленъ формулы (102) имфеть 
заправлене вектора п; поэтому, проектируя векторъ т па направлеще, 
перпендикулярное къ п, и разоматривая эту проекцёю тоже вакь вок- 
торь, находимъ `выражене (103). Дхя ировфрки найдемь тенворъ этого. 
вектора. Векторы пи иЖт взанино перпендикулярны; поэтому тен- 
зоръ вектора пХ(шХ т) разень и‘озики, 1); а тавъ какъ п. и==и”, 
то получаешь 5’ — — озш(и, у), накъ это и должно быть. 

50. Произведен изъ четырехъ и большаго числа векторовъ. Уже изъ 
сказаннаго въ 8 45 видно, что только ташя произведевя вфеколькихь 
векторовь имвють смыель, въ которых знакъ геометрическаго умно- 
жешя входить не боле одного раза; потому 110 отъ такого умно- 
жен получается скалярь, умножене же. его ва векторъ, будеть ли 
это умножене геометрическое или векторальтое, все равно не иыфеть 
емысла. Число же векторальныхь ухножешй можеть быть какое угодно, 
нотому что вектофальное умножене всегда даеть опять вектор. 

Если въ данномъ произведени входять знаки только вектораль- 
нало, умножения, то въ резульгат получается векторъ; если же одно 
изъ умножен! геометрическое, то въ результата получается скаляръ. 
Напримйръ п, Хт, Хи, Х 1, ебть вевторъ, который будеть впрочем 
различент, смотря по тому какъ комбинируются множители: произве- 
деня 


и, хи, хм, ха) вх @, Хх и}, 
(хи) х (1, Хи.) 


предезавляють еобою различные векторы. Произведене п, Х (и, Жи,). и, 
веть скалиръ, который долженъ быть повинаемь, каль геометричееное 
произведене векторовь 1, Х (и, Жи.) и п, Также произведене 
п, Жи,.и, Х ц, есть скаляръ, кавъ геометрическое произведене векто- 
ровъ п, хи, ип, Хх 1,. 

Произведея 


щи, Хи, 5, 


п... Хи, пом, П.Н, ПП, Хи, 1, Х в, 


и тому подобныя не ныфютЪ смысла. 

51. Два важниЪйшихь произведена изъ четырехь векторовъ. Изь 
таких произведен нанбольшее приложене себф находять слВдующя 
два: 

скаляръ а==1и, Жи,.щ, Хи, 
векторв В ==(и, Жи Х (п, Ха,) (104) 
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Займемея ихъ преобравовашемъ.  Полвтая 
Хи = (105) 
по формулв (82) можемъ написать: 
‘а= И, Ж 1. п, Х 1. = 9,0, Х 8, 9 Х Ц, Пи; 
но по формулв (100): р 
7х в, = (и, Хп,) Х 1, = — (и, ща, -- (пут. 
Здвеь п.п, и п,.п; скаляры при вевторахь и, и п,; поэтому 
(и, о), — (ааа ду == (а, аз), — (ани, и). (106) 


Произведеше (104) можеть быть преобразовано аналогичнымь 
образомъ. ДЪлая въ немъ подетановку (105) и пользулеь формулою (99), 
можемъ написать: 


БУХ (и, Хи.) == (в, — (и), 
Ади ОБОНЧАТельво 
(п, Хы) х @, Хы) =, Хь д, — а, Х ад. (107) 


Такимъ образомь произведене (104) разлатается по векторамь и, и ц,, 
потому что выраженя, стозиуя зъ скобкахъ, суть Фкаляры. Его можно 
оподобнывь же образомь разложить по векторамъ п, и п,: 


(п, Жи,) Хи, Жи) = (а, Ж аи), — (а, Хи в. (108) 
Сравнивая эти два вырашешя между собою и пользуясь свой- 


отвомь (82), находим» слфдующую зависимость между четырьмя 
произвольно заданными вехтораии: 


(ол Жара, ль а дабы ль Хи — и, ый. (109) 


Эта формула даеть разложен!е одного изъ четырехъ векто- 
ровъ по тремъ другимъ. При этомъ скалярами служать векторально- 
реометричесмя произведена изъ четырехь векторовъ, ззятыхъ по три. 
Это формула имфеть тфеную связь съ содержанвезь главы У, 


Приложеня и упражнения, 


19. Вывести формулу (70} изъ общей формулы (106). 

20. Показать, что если и = у или У= ям, ло и. Хм =0. 

21. Формулу (99). вывести, пользуясь розложешемь вевторовь по оргазмы: 
Рашен!е: Пусть будуть: 


и=хХи- 74+ А, т=хХа- У4-- Ак, УЕХИ 7+2 
тогда по формул (65) 
Жи = (1,5, — ВАЛ +- (5х, — А.Х (ХУ, — ХУ, 
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п опять по той же формул: 

их (и Х м) = [У (Х,7, — ХУ) - 2(АХ. — 2х) 

+1504 — 754) — ХХ, 7: — ХУ)5 
+ (Хх, — АХ) — 3, — УР), (110) 
Здфсь можно таюь преобразовал: 

Ух, —Х,7,) — МАХ. — АХ.) 
= Хи У, + АЖ) — ХУ, У, + 2,2.) 
=ЖХ.Х, + ++ 2,2) ХИ. + И, 2) 
= Хун.) — Хун, 


Преобразовывая подобныиь же образомь друмя дв скобки вх выражен!и (110), 
и получаехь, 


их) = а. хы + 9+ ВЮ — т + Е ДА) 
== (ножу —(щ.я. 


°22. Сфернчеевй урвугольнны захань треня ортами п, и», нз нроведондыми 
изъ центра шара къ веригинамь треугольника. Выразить векторалено стороняг и’ 
углы этого треугольники. РВ шенЕе: 


6056 2 ЧИ, с08б = щьщ, 6086=0,:1; (110) 


если, Ко, К, орты, периеваякулярные въ пхоскоетямь дугь 
80, СА и АВ, ® 


зат, Жщь Вибе, Хи, Ваше, Жид (112) 


оз = — вов ку -= — в. = — АХ Хы, 


Ц подобныиь же образомъ выразятся с03В в с0$0. 
23. Вывестн формулу 


603@ = 60866086 -|- Зи ее03. А. (113) 
Р\иен1е: По формуяВ (106) 
т; Х ие Х п, == (пи), +) — (лад. 014) 


Иринныая во впиман, что уголь А измфряется угломв мешду норизлами. &5 
плосностямь дугь сп 6 или угломъ между векторами ч, Х из и п: Х и», По фор 
муледгь (112) находимъ: 


в, Хи. Х и, = забзтек,. К, =: — 518 0с05.А. 


Подегавлял это и выращены (111) въ формулу (114) в принимая во внимая, что 
п =, н получвемь формулу (118). 

Подобвымь же способозгь погуть быть вызедены и хруми формулы сферт- 
ческой уритонометрии (ем. @1Ъ5з ал УШвоп, Уееюгала/уз15). 

24. Теграздрь задань полярными векторами ето вершивь. Опредфялть его 
ребра, ‘грани, объемь н его плоее л двугранные угзы, 


Понятю о кратере онахтъ. 


52. Отношене теори кватернюновь хъ венторальному анализу. № 
разомотрёниыиь яами дйстьянъ надъ векторами, сложен, вычитанно 
и умножен!ю, остаетея присоединить дзлене. Поняе о дёлеви век- 
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тора на вевторъ ведеть къ особой методф векторальнало. исчнслехия, 
основанной Гамильтономъ (Наци юн, 1ееёго8 оп Опабевтоцв, 1858 г.) 
и названной имъ чеорею кватерноновт. Эта теор, несмотря па свою 
вравнительную давность, пе получила большого распространен!я, хотя 
и вызвала въ свое время большой интересь среди малематиковъ. Инче- 
ресъ этоть въ значительной степени обусловливалея тёмтъ обелоятель- 
ством, что Гамильтовь вводиль понае о къагернон® мефолько съ 
теометрическими излями по тазже имфи в% виду распространить теорпо 
комплеконыхь чисель, ныбющихт изьфетную интериретащию на плоскости, 
на пространство трехь измёренй. Но благодаря этому стремленю зна- 
чительно осложнились чисто теометричеезя предотазленя и затрудни- 
лась практическая примфиимость зекторальнаго анализа. При этомъ 
неизбфжно пришлось допускать нВкофорыя непослфховательности, вакъ 
напримвръ, разсматривавю такихь сумиъ, въ которыхь одни члены 
скалярные, а друме векторальные, и въ связи съ этимь вводить услов- 
ных правила дёйетый болбе сложныя, чВыъ т\, которыя принимаются 
въ современномъ зевторальномь акализв, Этижь оботоятельствомь, к 
которому нужно еще присоединить мало удобные символы для услов- 
ных дЬйствый, объясняется то, что теорйя ввелернгоновъ не получила 
больного распространешя и приложен!я, а многихь и съ самаго начала 
мало въ себ% привлекаха '). 

Приниман во вниман!е сравнительную сложность теори кватер- 
взоновъ и несоотьфтетые ея во мнотихь случаяхь съ современнымъ 
‚направлешемъ векторальнато анализа, ны ограничимся только краткимь 
)выясневемь лониыи о иватернйонф, имфя въ виду лишь для полноты 
указать, въ кавимь представленныь приводить дёлене вектора на 
векторь 1). 

53. Дфлеше вектора на векторъ. Это поняте можеть быть уста- 
новлено аналогично съ понящемь объ алтебраическомь дЁлеши, Раз- 
дёлить векторъ В на векторъ & значить: найти такой элемент д, чтобы 
дёлитель, на ного умноженный, даль дфлимое; слЗдовательно 


Ва =. `` (а) 


Итакъ, элементь 4 преобразовываеть векторь & въ другой векторъ, №, 
который инжеть, вообще говоря, другую величину и другое направ- 
лене. ДЪйстве, опредёляемое оэлементомъ 4, составное; оно зависить 


1) Вь поелфднее время Фишеря (У. #\ведег, Уекюх@ШегепыаМот ана Уек- 
фотицесгайол, 1904 г.) сдёлаль попытку вернуться къ идеяьгь Газгильтоиа, въ связ 
съ болБе новыми премами векторальнаго анализа; во получить дн 319, попытка 
хапьтЬиее распространеше, на это пока отвётить трудно. 

3) Для болфе похробвало ознакомлешя съ кватерыюнами см. "Гай. ТгоИв 
Бетельмте 4ез чпабегиюлз (переводь ©ь англ Йекаго, 1882 х.). 
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оть четырехь злемеитовь: 1) и 2) отБ двухь упловь, опредфляющихь 
направлене плоскости, въ которой производится вращенте вектора, 8} 
оть угла, на который нужно въ этой плоекости повернуть зевторь а, 
чтобы ему дать направлен:е вектора Ъ, 4) оть отношешя между дли- 
вамн векторовъ Ъ и а. Этотъ составной элементе 9 и быль введень 
Тамильтономь подь назвашемъ кватерн1она. 

Нужно замтить, что начальное направлене вектора въ той 
пдоскоеги, въ которой происходить входящее въ составь кватершюона, 
вращен!е, а разно и положеше плоскоети, при данномъ дли нея на- 
правлени, роли не игравтъ; точно также не играеть роли абсолютная 
величина вектора. Тазимъ  образомъ, если зекторы а, В, 8, №', парая- 
лельны одной плоекости и притомъ 


ж=-, Ср) = с @), 
в если оба угла отсчитываются въ ту же сторону, то при Ъ == 
имземъ также В’ =4а/, гдф в обонхь случайжь 4 одивь и тоть же 


кватернюнъ. 
Можно писать символически 


-ъ (118) 


й понимать это какъ преобразоване вектора Ъ въ зекторъ &, отсюда 
естественно - принлть за ззатернюкт, производящей дайстие, обратное 
дЪНствНо вогориова 4. Изь равенствъ (115). х (116) слёдуете: 
1 
— 0—4 =, 
Ч В=& 


отвуда символически 


Вообще подъ „произведешемь“ двухъ вватерыюновь, д” или #4, 
понимаютел два посл®довательных преобразовавм, опредвяяемыя ква- 
тернюнами ‘9 и г, Тавъ вакт преобразование вектора сопряжено © 
врацешемт, а результать двухъ послЬдовательныхь нонечныхь вра- 
щен; зависить оть порядка, въ которомъ они происходятъ, то вообще 
товоря дЬйстыя 47 и 74 не тождественаы между собою, т.-е. про- 
изведене кватернюновь зависить отъ порядка множителей. 

54. Тензоръ и верзоръ нватернюна. ДФйствя, опредёляемыя ква- 
терн!ономт, можно разложить на два срществено различныхь; ма изм#- 
яев!е длины вектора и на его вращеше, Эти два дфйстыя Гамильтонь 
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обозначаеть сниволами 79 и 2/4, чзь которыхъ каждое можно раз- 
скатривать каюь кватершонъ частнаго видя, и пищеть 


4= 740. 


Та называется тензоромъ, Па ворзоромъ кзатершона. Такт’ какъ 
результгать преобразован л не зависить оть того, зъ какойь порядив 
проибходитв измвнене длины и вращеще, то 


п = та. 


ЗдЪеь мы имземъ случай, когда произведене двухъ кватерноновъ огь 
порядЕ& множителей не зависить. 

Между верзорами особенную роль играють таже, которые цопо- 
раливають векторъ на прямой уголь безъ измБнены его длины. Опи 
приводять къ понлтно о трехъ инямыхь единицах и связывають 
завимь образомъ теорно кзатернюновъ съ теорею комплевеныхь чисежъ. 
Пусть будуть а, В, ©, три взанино-перцендинулярныхь вектора, имзюне 
дливу, равную единиц$` (орты), и такь расположенные одинъ относи- 
тельно другого, какъ у насъ принято для координатныхъ ортовъ (8 25). 
Означая черезъ 1, }, &, кватерноны, преобра- 
зовываюнщие № въ © с 5 & на въ В, ныфемь: 


в=й, а=у, =. (117) 
Поэтому также: 


—Ь ==) = 2 


откуда символически 


— 1. {118) 


ПШодобнымъ же образомъ летко полуиеТЬ: 


| Р=-Ь Ема, (119) 
ДалЪе, изъ того, что 
р —=—6е №=/а=р—ь, 
й изъ (17) выводим: 
ор 


откуда 


# 
и подобнымь же образомъ находимъ: 


Н=) 9 
Ж=ф1 
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Обобщая эти соображены, Гамильтонь приходить кЪ заключенно, 
910 частное отъ‘двухь взаимно-перпендикулнрныхь вевторовь должно 
быть разематриваемо завъь векторъ, перпендикулярный къ первымт 
‘`двумь, и строить на этомъ весьма важные дальние выводн, на 
Жоторыхь мы однако же не будемъ останавливаться. 

Не бфдемъь также вдавалься въ друмя свойства квалерыоновъ, 
воковы назримёрь свойства, выражаемыя формулами: 


аа 
Ъ-РОе-+ = -Е 8 Ра" 4, 
деи. 


55. Сналяръ и венторъ нватернгона. Гамильтояъ, хром разложеня 
кватервюна на два множителя, „тензоръ“ и „верзорь“, разематриваеть 
еще разложене его на два славаемыхь эскедяръ“ и „векторъ“. 
Пусть будуть: 


тлф 4 данный кватереюнт. Опуетивъ изъ В 
перпендикулярь на ОЛ, налишемъ по пра- 
вилу геометрическаго сложенйя: 


Ь—«00- СВ. (120) 


Вевклорь 00, совцадая по направлению съ вектороиъ а, можеть 
быть тахъ выражень: 


Фиг. 25. 


800 = 8 


ТИВ 3 отношене между длинами обоихъ векторовь. Векторь СВ полу- 
чаетоя изъ а при помощи зращены вектора а на прямой угояъ; по- 
этому, согласно сказанному вь конц 8 54, частное изъ векторовь ОВ 
на должно быть разематриваемо панъ векторъ, перпендикулярный 
къ обоимъ предыхущимъ. 

Пусть этозь частный кватернонъ будеть 1; тогда 


в0В = а; 


и формула (120} даеть: 


или символически. 


Такимь образомь кватерюнЪ „разложень“ па два слагаемыхт, 
изъ которыхь одинъ не опредфляеть направлен и поэтому называется 


П. Сомов». Вектофальный пналпоь. 4 
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скалярожь кватершона, а другой опредфляезф только паправлеше 
в 10 этому называется зекторомь кватерн!она. ПослЬднй ела- 
таемый хвалериюнь представляется еше разложеннымь на три: 


ира 


гл 9. 3 # кватерновы, удовлетаорлюние уелошямъ (118) и (119), & 
и, у, 2 сказнры. Получается такимъ образомъ формула 


фа у-- а, 


показывающая онова, что кнатернонь есть комплекеное поняие. яа- 
висящее отф 4 олементовъ, 5. 2, у, ен ть трехъ хнимыхь еди- 
НИЦ ЕЛ &. 

ЗаЪоь мы видим также соединеше въ олну сумму скалярной и 
векторальной части квалернона. Это можеть быть конечно условпо 
принимаемо, и Гамильтопь устанавлаваеть для такихъ сумиъ опред 
ленння правила дВйствй., 


Я 


ГЛАВА Ш. 


Передвижные векторы. 
Усдовш, опредфляющи передвназной ветер. 


56. Дополнительное услове, отличающее передвижной вектеръ отъ 
свободнаго. Повлме о`передвижномь векторь дано вь $ 4. Он охли- 
чается от свободнаго вектора твиь, что лежить ва, опредленной 
прямой; поэтому два передвижныхь вектора, равные 10 длинз. парал- 
лельные н въ одну сторону направленнне (геометричееки разные), не 
могутъ еще считатьея вообще равными между собою: для полнаго ихь 
фавенетва необходимо еще, чтобы они лежали на одной и той же пра- 
мой. Это услоше, дополнительное Еь уеслонивеь фавенства свободных. 
векторовъ, н является для передвижныхь векторовъь харахтернымъ. 
Носгараемел представить его въ термилахъ, уже установленныхь раньше. 
Аля этого можеть елужить поннте о вектомальномь произведенщи (8 41). 
Мусть будеть п свободный векторъ, опредЗляюнщий величину и налрав- 
лен данзаго передвижного вектора; онф изобразить этоть носяфдей, 
если его начало А взять въ произвольной точи на данной прямой (1), 
па которой лежить данный пере- 
движной векторъ. Пусть будеть г 
полярный векторъ точки А при 
иреизвольно выбранном, полюсВ 
9. Разсмотримь  векторальное 
произведене 

ш-тжи. 02 Фиг. 26. 
Численно оно измВряется площадью цараляелограмиа, лостроеннаго на 
тина вехтортально- свободным звекторомтъ, первендикулярнымъ къ 
плоскости этого параляелотрамма н паправленныягь по правилу, которое 
точифе установлено ве 8 41. Еелн вевторь и передвинется вдоль са- 
мого себя, перейдя изь положешя АВ въ положене А’В’-причемь 
онъ по самому опредфленгю иередвижного веклора остается себф равным, 
4 


ях 22, 


то полярный векторъ х получить геометрическое приращене 4:4’; ко- 
торое, въ виду емо паралледьноети съ векторомь и; можно изобразить 
зекторомь ип, гдВ и какой нибудь положительный или отрицательный 
скалярь. При новомъ полярном» векторь ` 


ига 
векторальное произведене 
"Ха=(т-и) Хи Жи (122) 


остается равно прежнему, по свойстлу, показанному зъ коЕцВ 8 43. 
Обратно, изъ сказаннаго вф томв же параграф вихно, что если при 
изувнени начала вектора и ояъ остаетел себВ геометрически уавнымъ 
н если при этомъ "== ш, 10 начало вектора и цередвитаетсл по пря- 
мой, на которой этоть векторъ лежаль. Итакь, можно сказать, что гео- 
метричесвое постоянство произведени (121) предетавляегь собою не- 
обходимое и достаточное доцолкительное услове, которымъ отличаетсн 
постоянство передвижного вектора ‘оть постоянства вектора свободнаго. 
Говоря иначе, передвижеой векторъ остаетсл себ равнымъ, 
если остаются себ геометрически равными два свободных 
вектора: 1} векторъ, опред ляюш!Я величину и направлен!е 
цередвижното и 3} вектор!альное произведен!е полярнаго 
вектора начала предыдущего вектора но него самото. 

Необходимо помнить, что всяфдетые перпендикулярноети этихъ 
двухъ свободныхь резторовь, вх ш, воетда  ^ 


ц.ш 20. {123) 


зв 


Можно сказать: дза. свободных вектора и и ш, удовлетво- 
ряющ!е услов!ю (123), опредфляютъ собою нфкоторый перед- 
зижной векторъ. Чтобы ло этимъ 
даннымь построить передвижной вех- 
торъ, нужно. черезъ полюсь провести 
плоскость, пернендикуларцую къ век- 
Тору ш, и въ ней прямую по ваира- 
влен и въ разстольш оть полюея, 
`авномь отношенио теизоровь яекто- 
ровъ ши и. При этомъ выборъ между 
двумя параллельными прямыми, каходяжщимися въ разныхь разотоя- 
нахь отъ полюса, опредфляется правиломъ, установлевнымь въ $ 41 
для изображешя зевторальнато произведен. 

57. Моненть вектора относительно точки. Изъ сказаннаго можно 
видёть, что векторальное произведене ш играетъ важную роль во 
зефхъ попровахъ, гдё приходител разсматривать передвижные везторы. 
Е этому понято привмаи гораздо ральше, ч6уъ возник векторальный 


Фиг. 27. 
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знахизъ, а именно, ‚изучая усломя равновёая твердаго тфла, Сила, при- 
зоженвал къ тверлому тВлу, предетавяяется переданжнымъ векторонъ, 
лтавъ какъ „точна приложешя“ силы можеть быть въ твердомъ таль 
произвольно передвигаема по прямой дБветыя силы. При изучен 
статики твердато тёла и явилась необходимость принимать во вни- 
мае ту особенность, которою передвижной водторъ отличается оть 
свободнаго, & это и привело въ вышеуказанному векторальному про- 
извеженио. Оно было при этомь названо моментомъ силы относи- 
тельно данной точки (полоса 0.), Эч0 казване было потомь распро- 
странено на друмя понятя въ механик, изображаемныя какими-либо 
зокторами (моменгь скорости, моменть количества движешя, моменть 
ускорена) и также па всяме друге векторы. Въ виду краткоети 
этого термина и мы будешь его употреблять, говоря о вектораль- 
номъ произведенйи (121), т.е. во вефхь 'т8хъ случаяхь, когда одинь 
изъ звекторовъ, входящихь въ это произведеше, полярный, При 
тождествВ обоихъ понязИ въ геометрическомь отношеви разница за- 
хлючается только въ иной точкф зрёшя. Говоря о моментё, обыЕно- 
венно смотрятъ на полярный векторь вавъ ва вспомогательный, а 
ва данный вехторъ кзвъ ва главный, для харажтериетики котораго 
служить моменть. Въ векторальномъ же произведен!и оба векотра счи- 
таются равкоправными; это воняме боле общее и является въ век- 
торальномь анализв независимо оть понятя и передвижномь и о по- 
лярномъ вектор. 

Мы можемъ теперь сказать: передвижной векторъ изв- 
стенъ, если онЪ заданъ геометрически (т.-е. по зедичинв и по 
направлено) я если геометрически 
задакъ его моменть относительно 
такого либо полюса. 

Вь виду важности понятно мо- 
мент повторимь въ`примфневи къ 
нему правило дяя построешя вектор! 
альнаго произведения, установленное въ 
841. Моментъь перпендивуляренъ 
въ плоскости, содержащей пря- 
мую даннаго передвижного вез- Фиг. 98, 
тора и полюсъ, и направленъ. въ. 
+7 сторону отъ этой плоскости, откуда вращен!е, которое 
нужно произвести, чтобы отъ направлен!я полярнаго везтора 
перейти къ направленю даннаго, поворачиваяеь при этомъ 
на уголь не болфе двухъ прямыхъ, кажется совершающимея 
по движению стрфлки часовъ. 

Моменть не изывняется при передвижен!и вектора по его пря- 
мой, & также при передзижени полюса по параллельной вектору прямой. 
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Моменть равень нулю, есян лолюсь лежать на примой вектора. 
И обратно, если моментъ равенъ нулю, а самъ векторь не равенъ нулю, 
10 прлмал вектора проходить зерезь полюсь. 

Знаи момевтъ передвижного вектора относительно одного колюса 
о. хегко опредвлить его моментъ относительно ноякаго другого по- 
люса 0’. Пусть будеть векторь О’О==г, и г’ новый полярный зекторъ, 
начала даннаго воктора; тогда 


Ем . 
Ш Жи == (Е) Х == (вр Х в) Ре Ж а) 
== + (=, Х п). (194) 


58. Условм исчезаня передвижного вентора, Тередвижной век- 
хоръ печезаетъ (равенъ нулю), если ето момвиты относл- 
тельно трехъ точехь, че лежащихъ на одной прямой, равзы 
НУЛЮ. Мы уе знаемъ, что моментъ относительно точкк [а равенъ 
нулю в двухъ случанхь: Г) когда самь веклорь и равен нулю и 2} 
когда точка О лежить на прямой, содержащей вевторь п. Пусгь 
будуть О, О., О», не лежащйя на одной прямой точки, относительло 
воторыхь разсматриваютея моменты вектора п, их, г., г, векторы, 
проведенные изъ нихъ къ пазалу вектора и. Увломя 


и Ж1=0, .Жа 


т. Жи=0, 


въ прециоложени, что и не равень нулю, показывають, что прямая 
вектора п проходить черезъь точку О‚, черезь точку О, и черезъ точку 
0; а это невозуозно, когли эти точки не лежать на одной прямой; 
позтому нужно принять, что векторь п равень нулю. 

59. Услошя равенства двухъ передвижныхь векторовъ. Два перед- 
вижныхь вектора равны, если равны ихъ моменты относи- 
тельно трехъ точекъ, не лежащихь на. одной прямой. 

Пусть даны равенства: 


т, Жи Жи, 


Изъ нихь геометрическимь вычитощемь находим: 


(г. — к.) Хаб, к) Жи, 
(, п) Жи, г.) Хи. (125) 


Легко видёть, что 


— 55 — 


поэтому равенетва (25) дають: 


(г, —г,) Х@—1)-==0, 
{",— г) Хи) =0. 


Предполагая, Что здфеь ни одинъ изъ множителей ие равенъ 
пулю, мы должпы были бы заключить, что векторь а-—и’ параллеленъ 
вевторамь т,—Т, и г,—тз; а это невозможно 
при предположени, что точки 0., О., О, не 

` леваль на одной прямой; поэтому пужно 
принять, что п—1'=0, т.е. данные век- 
торы геометрически равны. 

Достаточно еще принять во внимае 
геометрическое равенство ‘моментовь этихъ 
векторовъ охносительно одного изъ нолюсовъ, 
чтобы заключить, что они вообще равны, Фиг. 29. 
кавь векторы передвижные. 

Изъ докозанвато можно още заключить, что еели моменты 
двухъ векторовъ относительно трех полюсовъ геометрически 
равны, то они равны и относительно зсякаго другого полюса. 


Нара передвыжныхь векторовт. 


60. Сравнене двухъ геометрически равныхъ передвижныхь векторовъ 
между собою. На основени еказаннато въ $ 66 два геометрически 
равныхъ передвижныхь вектора могуть различаться только своими мо- 
ментами относительно одного и того же полюса. Пусть будуть ханы 
=, и 


и=гхи шергхе 


моменты этихъ девторовъ относительно про- 
извольно взятаго полюса 0. Шо правилу 
векторальнахо умножения многочхеновъ: 


р=ш’ — ш== (г —х)Жа.` (126) 


Въ треугольниЕё ОЛА’ 


РотеамА, ' Фиг. 30, 


Отсюда мы видим, что геометрическая разность момевтоРь двухъ 
теометричесни равныхъ передвижных вехторозЪ есть вектор», пер- 
пендниулярвый въ илоскоети срёвниваемыхь венторовь и численно 
равный площади параллелогранка, двф параллельныя стороны котораго 
составлиютел этими векторами. 
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Веевма вало отяВтить, что этотъ векторь не зависить оть 
положенЕя полюса, такъь кавъ геомстрическая разность т —т оть 
этого не зависить. 

61. Пара передвижныхь векторовъ. Вышеухазанное остесхвенпымь 
образомь приводить въ весьма важному въ геомегры передвижных: 
зекторовь понято о пар передвижных» векторовт. Тавъ на- 
зываетсл совокупность дъухъ передвижныхь зокторозь, равныхъ по 
длин$, лежащихь на параллельнныхь прямыхъ и противуположно 
другь другу паправлепныхь Пусть будуть и и ц” векторы пары, 
такъ что “ 


Мы булемъ пару обозначать тажь: (и, —- п). Если 
муха, Шире хи 
моменты векторовъ пары, то ихъ геометрическая сумма: 


у=ш-ш = хи" Жи") 
(Г) Жи (гк) Жи". (127) 


Эту геометрическую сумыу мы будемь называть просто моментомь 
пары. Сразнивая (126) и (127), можно сказать: Изывнене, ко- 
торое получает моменть вектора при 
параллельномъ перенос его, опред8- 
ляется моментомъ пары, состоящей 
изъ перенесеннаго вектора и изь век- 
тора, прямо противоположнаго перво- 


начальному. 
На основаши этого, если мы хотимъ 
Фит. 81. сдфлать параллельный перенось вектора и 


при этом» сохранить его момеятъ, то должиы 
предыдущую пару отнять или, всеравно, прибавить пару, ей противу- 
положную, т. е. съ моментов 


—р=(" ржали жи. 


Иташь, мы имфемъ елфдующее правило для параллельнаго пере 
носа передвижного вектора: передвижной векторь & можно за- 
мфвить венторомъ п’, ему теометричееки равнымъ, присоединяя тъ 
этому пару, состоящую изъ первоначальнаго везтора и изь вектора п", 
00 величинф разнато, но прямо противоположнаго новому. 

Этоть вопроеъ предетевляеть частный случай болфе общаго во- 
просв о звызнещи одной системы передвижныхь векторов другою, 
хоторый виже (88 67—79) будеть подробифе раземотрнъ. 
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Еше замфтнит, что моментъ пары опредфляется вектомальнымь 
произведешемь, въ ноторомь первый множитель ееть векторъ, направ. 
ленный отъ нечала первато зежгора пары въ назалу второго, & второй 
мпожнтель-—второй векторъ пары. 

Тавъ канъ въ вевторальномъ произведени можно въ одному изъ 
множителей геометрически прикладывать векторъ, параллельный дру- 
тому множнтеню, то можно еще сказать: моменть пары есть моментъ 
одного изъ векторовъ пары относительно кавого либо по- 
люса, лежащаго па прямой другого вектора пары. 

Кашь вокторальное произведеще, моменть пары . изображеетея 
зекторомъ, численно равнымъ площади параллелограмиа, двумя нарал- 
лельными сторонами хоторато служатъ векторы пары; этоть векторь 
перпендияулярень №ьъ нлоекости пары и направлень согласно правилу, 
которое вообще уетаповхено для изобрашешя вектот!альнаго иро- 
изведенал. 

Разстояне между прямыми, на кохорыхъ лежать векторы пары, 
называстся иногда (въ механик) нлечомъ пары. Моменть ‘пары 
изызряется численно произведеемь длины ‘одного изъ векторовъ пары 
на ея плечо. 


Роль ортовъ въ опредфленл передвижного вектора. 


62. Координаты передвимного венторя. Выразимъ векторы ци м 
помощью ортонъ. Если 


гаи 
= 9 9-2, (128) 
то но формул (65): 
ш = (ий — УХ —=2)) («У — УХЕ, (129) 
Скзляры въ выражен момента будемъ обозналать тавъ: 
98 —гУ=ФТ, „Х—р=М, +У—уХх=М’ (130) 
и писать: 
ш==1А-- № м. (131} 
Если даны щесть злементовь у 
Худ, М, М, (189) 


то извветны свободные векторы п и 1, а этимъ передвижной векторъ 
вполн% опредфленъ; поэтому элементы (139) называются координатами 
передвижного вектора. 

Этихъ олементовь шесть, но только пять изъ нихъ незазисимыхе, 
тавъ кавъ между ними существуеть связь: 


ХЕ УМ--АМ=0. (133) 
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Она видна неносредетиенно изъ формулъ (130) и ипредетаваляеть 60% 
бою аналитическое выражеше перпендикулирноети векторовь пи т, 
соглаено съ формулою (128). 

Понятно, что и наобороть, веяме шесть аналитическихь эле- 
ментовь, связанныхь между собою услошемъ (133), можно принять за 
хоординаты передвижного ведтора, танф падуь но нымъ можено построить 
векторы п и 1, удовлетворнющ! условно (123). 

Формулы (130) даютъ возможность выразихь и абеолютную вели- 
чину момента [формула (68)]: 


(134) 


63. Монентъ передвижного вектора относительно оси. Нусть будеть ($) 
какан нибудь прямая, проходящая черезь полюсь. Векторь, направ. 
денный по этой прямой и имвющ своимъ тензоромь проекцию на эту 
прямую момента м даннаго вектора И отновительво полюса, на- 
зывается моментомъ вехтора и относительно оси (7). Вели в есть 
орт, ныфюниЙ направлене этой оси, а 1: моменть относительно 


оен, то ии= 1.6, вуз (а.6)с. 


о этому опредёленно отдфльные члены въ формулЪ (129) суть 
моменты вектора п относительно осей (2), (у) и (2), & вналяры, пря 
нихь стояние, проекщи момента ш на этих осяхъ; а именко 

исо5(ш, 1) =щ.1=уй -— У ==Х, 
зисов(ш, д =. ==#Х— 27 = М, (135) 
2с0$ (та, ) = щ.К===Х — ух == М. 

2 Мы зваемь, что тензорь 
вектора ш=г Жи измряетея нло- 
ан. щадью параллелограмма ОАВС, 
цостроеннаго на г и м. Изъ ска- 
завнаго выше слёдуеть, что тен- 
зоръ вектора 7, т-е. КБ, изыЁ- 
ряетея плошадью ОА’В’С' проек- 
щи этого параллелограмма ва 
плоскоеть, перпендикулярную къ 1. 
х Эту проекшио можно измВрать 
произведенемь А’В”, проекщи на 
эту плоскость вектора, и, на пер- 
. пендикулярь ОР, опущенный въ 
Фит. 39. этой плоскости за прамтю 4'В’ 

изъ полюва 0. Поэтому можно 
даль еще слёдующее опредфлеше момента вектора относильно оби: это 
зекторь, теязоръ вотораго измфряетел произведетемъ проекцёи даннаго 
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вектора на пзоскоеть, перпендикулярную п осн, на кратчайгее разстояне 
между ннмъ и осью, и который параллелень этой оси, имфя то изъ 
двухь направлен, которое образуеть острый уголь съ паправденемь 
момента давнато вектора отпосительно накой нибудь взятой на оси 
точки. 

Мы товоримь: „какой нибудь точки“, потому что, хотя моменты 
вектора и относительно разныхь зючекъ оси различны, но проехци 
ихь на ось одинаковы. 

Заиётимъ еще, что моменть вектора относительно оси равеяъ нулю, 
если векторь пересфваеть ось или вели онъ ей параллеленъ. 

Формулу (129) можно выразить словами: моменть вектора отно- 
«ительно точки разень теометрической сумм моментовь того же век- 
тора относительно трехъ взаимно-перцендикулярныхь осей, проходя- 
щихь черезъ эту точку. 

64. Преобразоваше ноординать передвивного вектора нъ новымъ 
взаинно-перпендинулярнымь осямъ. сли начало новыхь осей совпадаеть 
съ прежнимъ, то векторы п и ш разлагаются по новымъ ортамъ {, д’, К" 
тахже же, какь вслые друме свободные векторы, т. е. векторь а по 
формуламь (51) и (52), а векторъ а по аналогиянымь формуламъ: 

‚Ш А -- му ме 
УЕ МК. Г, 
к, 
№=л. м, Ем. Е. 

Если же и начало овей новое, то, сохраняя для преобразовал 
вектора и прежня формулы, нужно для вектора ш ирннать во вни- 
манге зависимость (124). По ней, если 


То = жи Род -- № 


и елбловательно 
2 Ха= (%й — 5 Я -- (в Х — в - и У ХК 
Тя-- МАЕ Жк, 
получаемь: 
ш=де- му ме , 
== (о -- Тя -- Му (№ МК. 
Учномая геометрически об части зтого раленетва поочередно 

ва Г, нау и на К’, находимъ: 


= мк. 
М №- №К.у, 
№ = (Ге -- 6-2 (№ -- М.К, 


тдЬ 


%=%й —щУ, М=иХ— ий, №=5У — уоХ, 
& Г, М, М опредбляютея по формуламь (130). 
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Замфтимъ еще частный случай преобразоважя, осей когда он 
иаразлельны прежниме. Тогда 
у ЕЕ 
а овтальвыя геометричесмя пронзведенёя ортовь равны нулю, и поэтону 
=ьчь м=ЕЩЕМ, М=мМ- М. 


1, 


Вектомальное опредзлене прямой лини. 


65. Передвижной венторъ, опредбляющИ прямую лин. Передвижной 
зекторъ, находясь. на опредфленной прямой, своимь положевемъ опре- 
дфляеть и положеше прямой лин, казъ это было замфчено въ $ 6. 
Поэтому векторы п и ш, опредфля®пие передвижной векторъ, могутъ 
служить и для опредфленя прямой. Но такъ. какъ при опредвлени 
положеня прямой лини длина вектора роли пе играеть, то тензоры 
венторовь и и ш остаются неопредфленными, лишь бы отношене между 
ними было данное, что необходимо въ виду зависимости: т -=т Ха, 
однородной относительно ша и п. Поэтому при вакомъ угодно , числ 


я векторы 
=, ш’ = а 


опредёляють ту же прямую, какь и векторы и и ш. Число в можеть 
быть при этомь и положительнымь и отрицательныйгь: въ послёхнехъ 
случаВ векторы и’и ш’ направлены противоположно первоначальных ь, 
но они опредфляють ту ве прямую. 

Посл, въ глаз У, мы увидимъ другой способъ вектор!ально 
хопредзяять прямую лиш. 

66. Координаты прямой лини. Передвижной векторъь опредфлнется 
шестью координатами (182), связанными между собою зависимостью 
{133), т. е. пятью независимыми элементами. Т& же элементы могуть 
служить и для опредфлевя прямой лини; но только число незави- 
<имыхь элементовъ бущеть не пять, & четыре, потому что, въ виду 
<казаннаго въ 8 65, играють фоль только отношен1я между коорди- 
налами, такъ кавъ координаты Х, У, 2 измъняются пропорпюнально 
тевзору вектора и, а координаты Г, М, М пропоршонально тензеру 
вектора т; для прямой же лин играеть роль только отношен!е этихъ 
тензоров. Итакъ прямая опредвляется отношешяии 


Х:У:2:Р:М:М {136) 
ри услоны 
(137) 


ХЕ ХМ-ЕМ 


Координаты прамой лини служать при изучени аналитическииь 
путемъ линейчатой геометрти, т. е. такой геометрии, въ которой 
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ословнымь элементомв явняется не точка, & прямая лишя, и которая 
быль основана Плюкеромъ (ГсКег) н Поэтому называется также его’ 
именем». Основавя этой геометр!и мы разсмотримъ въ глав УТ век- 
торальнымь способом». 


Энвивалентныя снотемы нередвижныхь вевторовъ. 


67. Общее поняме объ энвивалентности двухь системъ венторовъ. 
Два отдфльныхь вектора должны считаться эквивалентными, равно- 
значущими, во с®хъ случаяхь, когда по уеловямъ изолфдовашя одивтъ. 
изъ нихь можеть замфвить еобою другой. Понитно, что поэтому услов]я 
эввивалентности будуть различны смотря по тому, кащое значеме 
имфоть векторы въ изучаемомъ вопросф теометрическихь. или физи- 
ческихь наукь. Веяые два свободныхь вектора эквивалентны, если 
они геометрически равны; передвижные же векторы эквивалентиы, если 
они нетолько геометрически равны, но если и моменты ихъ относи- 
тельно какого либо полюса геометрическая разны. 

Перевося понят1!е объ эквивалентности на системы векторовъ, им 
видимь, 9т0`и здфеь условя эквиважентности могуть быть различны. 
вмотря по роду разематриваемыхь вевторовъ. 

Общихь, абеолютныхь признаковь эквивалентности установить 
невозможно: они оспредфляютея т8ыъ физичеенимь или геометричеекимъ. 
значенемь, которое мы вевторамь приписываемь. 

Можно поступать и наобороть: заранфе установить произвольным, 
образомь тВ или друше признаки. эквивалентности и потомъ опре- 
дфлять, къ кавимъ физическимь или геометричеевимь вопросаль эти 
признаки подходять. Исходя изъ общихь векторальныхь понямИ, ны 
только и нонемъ здфсь выбрать второй путь; но все таки мы `будемъ 
при этомь иифть въ виду прежде всего ту роль, которую, векторы 
играютъ ‘въ механик®. 

Условимся считать двВ системы свободныхв вевторовь 
эьвивалентными, если ихъ геометричесвя суммы равны гео- 
метрически: если ` 

мы. 


я. 


и если 5' ==, то системы свободныхь векторовъ (п, п,, п,,...) и (9, 
У» У»...) эквивалентны. Это прымёнимо ко веБмь случаяыъ, восда 
изучаемое физическое ноняз1е выражается свободнымъ веххоромь и когда 
къ этому понято можно промфиять залонъ геометрическаго сложен. 

Аля передвижных векторовъ такое геометрическое равенство 
не есть достаточное усломе эквивалентяости: къ нему иприсоели- 
влетел геометрическое разенство геометрическихь суммь 
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моментовь обВнхъ системь векторовъ относительно того же 
нолюва. . 

“ Исходя изъ этого, мы и раземотризгъ теперь подробийе различныя 
эквивалентиыя между собою системы передвижныхь вевторовъ *). 

68. Услоше эквивалентности двухъ паръ передвижныхъ венторовъ. На 
основаши данваго выше общаго услошл зквивалентноети мы должны 
считать дв пары (8 61) эквивалентными или, (будемъ говорить 
для краткости), равными, если ихъ моменты равны геометри- 
чески. ДЁйствительно, геометрическая сумма, вевторовъ пары всегда 
Тавна нулю, поэтому первое услоше эквизалентности у всякихъ двух 
паръ удовлетворлется само собою; необходимымь и достаточнымь уело- 
вемъ равенства двухъ ларъ остается второе: равенство геометрических ь 
<уммь моментовъ векторовь той и другой паря. Но в 8 61 мы уже 
видфли, что такая геометрическая сумма равна моменту пары. 

Въ иду сказаннаго можно надь парою производить воля пре- 
образова, при которыхь моменть пары остается геометрически по- 
стояныныиь. Веф тама преобразован!я слагаются изъ слЗдующихь грех: 
1) изъ параллельнало переносе векторовь пары въ илоекость, парал- 
лельзую первопачальной, съ сохранешемь дяивы и ваправленя звек- 
чоровъ и плеча пары; 2) изъ вращешя зекторовъ пары въ ихъ плоб- 
кости, съ сохранешемь ихъ длины и плеча пары; 8) изъ изыЗненя 
длины венторовь вары и ея плеча при уеловги постоянства произве- 
девя изъ длины и плеча, т. е. постоянства момента пары. Жели дано 
болфе сложное преобразовае пары, сохраняющее величину и направ- 
лее момента, то оно можеть быть замвнепо послёдовательными пре- 
образоващями указанныхь выше трехъ родовъ. 

Пара эквивалентна нулю, если ех моментъь разень нулю. Это 
ВОЗМОЖНО ВЪ ухЪ случаяхъ; или если векторы пары лежать на одной 
прямой, или если они равны нулю. 

69. Сложеше паръ. Исходя изъ’ того же основното положен, при- 
нятаго нами въ 8 67, мы можемъ считать. систему нЗоколькихъ 
парь эквивалентною одной парф, моменть которой равенъ 
теометричеекой суммВ моментовь данныхь наръ. 

Это могло бы быть доказано и на овноваши предыхущихь 
частныхь свойстоъ пары, кавъ это дёлается вв статикВ относительно 


2) Вифего этнхь двухь общихь положен можно было бы ограничиться 
бояфе элементарными, а именио только допустили, что №) два передвлжиыхя, век- 
хора, равные по величияф, противоположно другь другу направленные и 2е- 
жацие на одной примой, эквивалентиы пулю (отбутствио этвхл, векторов») и 2) два 
вектора, ниюше общее начало, эввивалентим ижь тгеомезрической суиз съ 
Ву ше палаломт, Озеюла, путемь разсужленй, которыми пользуются вт, ета 
тик: дал, приведешя системы спль, ириложенныхь кл тверлому ‘влу, моло было 
бы повазать, то эти два. поломезия приволять дъ выиеухазалинагия, боле общивть. 
Мы э70го злбеь пе воспроизводит, отеылал читателя къ учебвинамь мехазики. 
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«ложеня паръ сить приложенныхь въ твердому т$лу. Но мы этого 
производить здёеь ке будемъ. 

70. Приведеще системы передвижных „венторовъ къ систень, с0- 
стоящей изъ одного перодвинного вектора и изъ одной пары. Пусль 

УГ . 
ке ртов... вывы) 
система Ъ передвижныхь векторовь, О полюсъ, относительно нотораго 
заданы ихъ моменты. Векторы п, п.,... и» лежать на различныхь 
прямыхь, которыя, вообще говоря, между вобою не пересекаются; по- 
этому эти. векторы, кажь передвижные, & не свободные, нельзя нево- 
средетвенно складывать въ одну геометрическую сумыу; но это можно 
хдблахь посл предварительнахо парзлдельнаго дереноса вофхь вевто- 
ровъ въ одному общему началу, причемь нужно 
при переноев каждаго вектора ввести пару ко 
правиху, указанному въ 5 61. Пусть будеть С это 
общее начало, которое мы будемъ называть пен- 
тромъ призеден!я системы векторов. Вифсто 
каждего даннаго вектора п» мы имВезгь тогда 
ему геометрически равный венторъ ик’ съ нача- 
ломъ въ точк® Си пару, соотоящую изь вектора 
даннаго, и: и изъ вектора — ил съ началомъ в» точк® О, во величин 
равнаго и противоположнаго данному. Еели г, полярный векторъ точки 
0, то вевторь ОАь==т,— ть, а моментъ полученной пары; 


Фит, 38. 


{т — те) Х ши == шь — (Ре Х в»). 


Сдфльвь такой перенось вобхъ векторов, мы получаемъ выфето 
системы 6 систему 8", состоящую изъ вевторовъ п,’ 1,’.., Я» съ общимь 
началожь ва Си ивъ системы парь (и,— 1}, (и, —п,)... ыы). 

.Эта система можеть быть замфнена болбе нростою: векторы (п’), 
екладываясь геометрически, дають векторъ: 


Ва... Ра == Вы ... На, = Ут, 
моменть ноторато относительно полюса 0: 
теЖВ-г. Хх Ук (138) 


всф. вары, скледываяеь’ по правилу $ 69, дають одну пару еъ мо- 
ментомъ: 


М. = Ук — У. Жи) 
—(&х Ув} =М—(.х В), (139) 
тдё положено 
ши, ... м, == Уши =М, (140) 
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Итавъ мы нашли, Что данная система передвыжныхь векторовъ 
приводится въ одному передвижноиу вектору В и къ одной пар съ 
моментом М,. 

Понятно, что основныя услоз!я эквивалентноетн, установленных 
въ 8 67, удовлетворлются: теометрическая сумма веВхь векторовъ 
равна В, потому что геометрическая сумма вевторовъ пары равна нулю; 
геометрическая сумма моментовр вобхь векторов относительно но- 
люса О равна геометрической сумиф: момента вектора В съ началомъ 
ВЪ тТОЧЕВ (С отвосилежьно полюса О, т, Х В, и моментовь венторовь 
пары (139), и составляеть вуфетВ моменть М (140), 

Наиболве простое приведене получается, если 32 Щентръ приве- 
денн взять полюсь 0; тогда т.=0, и данная система эквива- 
дентна вектору В, равному геометрической суми$ данныхь, и 
дзежащаго на прямой, проходищей черезъ полюсз О, и пар, 
номенть которой М равенъ геометрической сумиВ моментовъ 
даниыхь векторовь относительно этого полюса. Векторь 


В = Ха» {141 


мы будемь называть общимъ зевторомъ данной системы, & 
зекторъ 
М=Ун, (142) 


общимъ моментомь этой системы откосительно полюса. 
71. Ивваранты системы передвижныхь зенторовъ. Обный венторъ 
системы не зависить оть положешя полюса 0, тавъ какъ геометри- 
. ческая сумка векторовъ получается та же саман, куда бы мы ни пере- 
несли ихь начала. Нельзл тото же самаго сказать откосительно общего 
момента: вр изыфнежи чентра приведешя (полюса 0) онъ мВчяетен 
и по величин и по раправленио. Между хЗмыъ свойства системы пере- 
движныхь вехлоровь, какое бы физическое значен!е ода не имфла, не 
могуть зависфть отЪ произвольно выбираемаго полюса; понятно поэтому, 
что и но отношению къ моментимь векторовь существуеть нёчто не- 
изифнное, инвар1антъ, характеризующий систему. Мы найдеме этотъ 
инваранть, если сравнимь между собою общие моменты системы при’ 
двухь различныхь полюсахь. Для этого обратимея къ формуяВ (189). 
Умпожая ея первую часть геометрически на В., вторую на В и при 
нимая во внимаше, что по формул (138) и по свойству (87) 
В. хв-0 
и что ° 
®=В, {143) 
заходимъ: 
В..М.= В.М, (144) 
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1/16. геометричеекое нроизведен!е общаго вектора на обр 
моменть не зависить отъ центра приведен!а; оно выбо® съ 
векторомь ® предотавянегь два инварфанта данной систеиы пере- 
движныхь векторовъ. 

Ведфхотве равенства (143) можно написать: 


2М.воз(Вь, И.) = Мооз(В, М), (145) 


1.6. проевщя общато момента на направлен! общато вектора 
не зависить отъ центра призеденя. Выето инварантовь (148) 
и (144) можно разематривать инварвнты (148) и (145). 

72. Винть системы передвижныхь векторовъ. Мы видВли, что всякая 
вистема передвижныхь векторовь можеть быть призедена жь одному 
передвижному вектору, общему вектору системы,—и въ одной парЪ,— 
общей парз системы, опредёляемой общимь моментомъ, который пер- 
певдикуляренъ их плоскости пары. Утоль между этими двумя свобод- 
ныни векторами, В и М, иожеть быть различньйгь и даже для данкой 
системы можеть измфняться съ измфненемь положеня центра приве- 
„‚деня, причемъ Ви В.М остаются постоянными. Особеннаго внимая 
заслувиваеть случай, когда векторы В и М параллельны другъ-другу, 
тавъ-что 


В.М—= ВМ. 
Тогда можно также написать: 
МР, (146) 
гдЪ р скаляръ, равный отношеню тензоровъ: 
=. (147) 


Система, состояшая изъ передвижного вектора и пары съ момен- 
томъ, дараллельнымь этому вентору, называется ‘винтовою системою, 
потому что въ кинемалийВ такая система векторовь опредзляеть вин- 
зовое движеню, а въ стеликВ — систему силъ, способныхь сообщить 
твердому т№лу винтовое движене. Прямая, на которой лежить зек- 
торъ В, называется осью винта, отношеше. (147) параметром 
винта, а совокупность этихь злементовь винтомъ. 

Зинтован система считается извзетною, если заныг викть и тен- 
зорв вешоора В и есхи указано, какое изъ двухъ направлеый этотъ 
зекторь имфеть. Собетвенно для винта это непразлеще значеня не 
имфеть, но только важно различать, направлени ли векторы В и М 
въ одну и ту же сторону или въ стороны противоположных. Каз по- 
хазываеть формула (146), эти случаи различаются тит, что въ первомъ 
изъ нихь параметрь р положительный, а во второмъ случа отри- 


И. Соморч,- Векторваьный ппалиаъ, 5 
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дательный. Такныь образошь винт озинаются ие изибнившимел, если 
направлен! обонх ввкгоровъ ВиМ нфихется на протизуполононое. 

Если р==0, 10, при конечномь В, моментр М=—0; такъ что про- 
стой передвижной векторъ молино разематривалть какъ ввичовую сметему 
въ параметромь, равнымь нулю. Жели р-==0э, то, при конечномь М, 
вевторф В=:0; так что пару передвюжныхь левлоровь можно раз- 
сматривать какъ винтовую систему съ параметром, равнымь безко- 
вечности. 

73. Приведеше вистемы передвижныхь венторовъ къ винтовой си- 
стежф. Всякан снетемо передвижиыхь венторовъ можеть быть ириве- 
дена зъ винтовой систем подходящимь выборомь центра приведеня. 
Разловимь обпИй моменть М, полученный при какомъ-нибудь полюсв @ 


на два олагаемыхь: 
М=м, м, (148) 


изъ воторыхъ первый параллелень общему вектору В, а второй къ 
нему перпендикуляренъ. При новомь цектр® приведеня С формула 


(139) даетт: | 
М.М, М, — &х В). 


Вошроеь будеть рЁщенъ, если удастея точку С выбрать завъ, чтобы 
было М, — .ЖВ)=0; потому чго тогда останется моменть М,, на- 
раллельный общему вектору В, и система будет винтовая. Члобы едз- 
лать требуемый выборъ точки С, нужно опредёхлить х. изь уравнешя 

к ХВ=НМ, 
изн, по формул» (148), изъ уравненён: 

т. ХВ-=М—М.. (149) 

Мы знаеть, что но венторальному ироиззеденио и по одному 19% 
ето множителей другой множитель не лполнЪ опредфляется *), такт 
какъ зектормальное произведене не изыфияетси, еелн въ одному изъ 
его множителей геометрически приложить векторь, параллельный дру- 
гому множителю ($ 43); но мы можемь ршен!е сдфлаль опрехзленныхв, 
зведя добавочное услове, а именно потребовавъ, чтобы векторъ г. быль 
лерпенлинулиренъ въ №, или чтобы 

г.. В =0. (50) 


въ первой 


Умножимь об части равенства (149) векторально да 
части по формуламъ (99) и (150): 


Вх. ХВ)= (В. Вт, — (В.г,)В = В; 


1} Обе умены хая рьшешя векгомальвыхь уравиешй будуть указаны 
ву зав т. 
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зо второй чаоги, такь вавъ-В и М, парахлельны, 
вх =ЕхХмМ)—Вхм)=ВХМ. 


Изань, мы находимь: 


их м). 


Причлеь точку О.) за центръ приведевя, мы и приводихь хач- 
пую систему передвижныхь векторовъ кз винтовой систем (В, Мо), гдЪ 


м, м—ихю-и— т ахюх = 


в. Ир _ в В.М 
мА ом А Н. 051) 
Такъ хавъ векторы В и М, параллельны, то отеюда прямо видно, 910 


в. 


5 (152) 


есть параметръ винтовой системы. Онъ моть бы быть полученъ и прямо 
изъ формулы (149); для этого нужно тамъ положить Мо = В и 00% 
части теометричеени умножить иа В, принязши во вииман1е, что 


В. ХВ =0. 


Выфето точки (г.) можно было бы взать‘и точву (г-|- В) при 
какомъ-угодно я. Всё далькзйш!е результаты остались бы при этому 
безъ изыБненша. 

74. Услоше приводимости системы передвижныхь венторовъ или къ 
одному общему вентору или къ одной общей парб. Въ вокиф $ 75 било 
уже заыЪчено, что передвижной векторь можно разсматривать, какъ 
винтовую систему съ параметромъ, равнымъ нулю; поэхому, для ‘того, 
чтобы данная система приводизась только въ передвижному вевтору, 
необходимо и достаточно, чтобы, но приведени ея ЕЪ винтовой систем, 
ея параметрь оказался равнымъ нулю. По формул (152), еели тодько 
оби векторь ие равенъ. нулю, эго приводить къ условно 


В.М =0, (158) 


тие. въ условно, чтобы общёй векторъ и обиий моментъ были взанмно- 
пернендивулярны или чтобы иннар!антъ системы ($ 71) быль ра- 
венъ нулю. 

Пара веть зивтовая система съ параметромь, равнымьъ безконеч- 
ности; поэтому, по формул (162), система передвижныхь звекторовъ 
пряводится къ пар, если обиый векторъ равенз нулю. 

75. Приведене системы параллельныхь передвижныхь Вокторовъ въ 
одному общему вектору. Что такое приведене возможно, видно уже не- 

5% 
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посредетвенно изъ того, что при велкомв щентрь приведеви моменть 
образующейся пары перпендикуяялрень мъ переносимому вв этол"а центръ 
зектору. Поэтому, еслы 6$ данные векторы параллельны, 10 моменты 
вевхь паръ параллельны одной плоскости, нерпвендикулярной въ дан- 
нымъ векторамь. Геометрическая сумиа этихь моментове, т.-е. общий 
момент всей системы будеть тогда тоже перпекхикулирень въ веюго- 
рамъ данной системы, а слёдовательно перпендикуляренъ къ общему 
вектору системы, который чецерь лараллелень вебыь давнымъ векзо- 
ралгь; поэтому услоше (153) приводимости къ одному вектору. выпол- 
кнетел. Тензорь общаго вектора системы равенъ теперь алгебраической 
сужм тонзоровь данныхь зекторовт, такь вакф тензоры зевторовт, 
напразленныхь въ одну сторону, считаются положительными, & тевзоры 
зекторовъ, напразленныхь въ противуположную сторону,—отрицатель- 
ными. ЗнакЪъ алгебраической суммы дри этохь укажеть, въ вакую сто- 
рону направленъ общий векторь. 

Остается только найти положеме прямой на которой лежить 
общёй веторъ. Такъ кавъ ея направлеше извфстно, то достаточно 
найти какую-нибудь точку С’ этой прямой. Всякая ея точка удовлетво- 
ряеть условшо, что если она будеть взята за центр приведевя, то 
облый моменть будеть равенъ нулю. По формул (189) имфехъ: 


Ма. ЖВ)=0. (154) 


Это вевторальное уравиеве могло бы быть рЫшено такъ же, накъ въ 
$ 73; во для разнообрамя рёнимт его другимъ сцособомъ, воспользо- 
завшись тЬмь оботоятельствомь, что теперь данные векторы парал- 
лельны. Пусть будетъ 1 ортъ, параллельный даннымъ венеоралеъь; тогда 


ЕЕщЕ-РиН р... Ра Ра... Г {155) 
М, Ха) 0, ЖЕ... --(@ь Х №) 
==, (г, Хит, Ж)--... 6х = 
бат, ит, р... вл) ЖЬ 


Услове (154) даеть: 


тн) — бир... ый] Х 1=9. 


По свойству вехтомальнато произведеня (8 42, ГУ) первый множитель 
ноеяфднято произведения или равенъ нулю или (боле общее рёщене) 
параллелень вевтору 1, т.е. 


чита, о. на и, о... Рай =, (156) 
при произвольномь }, Проще веего принять }==0; тогда 


ори + 
Е т 


и, 57 
неро. фи, “ (187) 
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Эта формула тождествение по’виду еъ формулою (30) для центра массы. 
Эта, точна Ст.) называетен въ данномъ случа ценхромъ парал- 
лельныхь передвижныхь векторовъ (центромь параллельныхь 
силь). 

76, Энвивалентность системы передвинныхь венторовъ двумъ пере- 
двиннымь векторанъ. Пусть будуть 5’ и 3" исломые векторы, гит" 
полярные векторы ихъ началь. Вопросъ рёшается двумя вектораль- 
ными уравневныи: 


и, 4, =... = Ув {158) 
(© Жв)--И" Ж 5") == (г, Хар -- а, Жи)... Е (ь Х вы 
=Уеха), {159} 


хоторыя показызають, что эта. задача, еели не ограничивать ее доба- 
вочными условии, неопредфленная. А именно, каждое изъ уравнений 
обнимаеть собою три аналитичесвихе, и тавим»ь образогь мы имфемь 
не боле шести аналитическихь услов; между т®мъ число неиз- 
эфотвыхь анзлитическихь эдементовь, которыми опредФляютея два 
искомыхь передвышныхь вектора, равно десяти, такъ какъ каждый 
передвижной векторъ опредфляетея изтыо аналитическими элемен 
тами (8 4). Добавочныя условя, дфлаюция задачу опредфленною, мо- 
зуть быть конечно весьма разнообразны: въ механик выборъ этихъ 
уеловй опредфляется пражтичеекими пфляни. Укажемъ здфеь только 
проетёйний случай; 
Пусть одянъ изь исвомыхь векторовъ заданъ кроизвольно, напри- 
мёрь даны 5 иг’ тогда уравнене (158) опредёлить 5” но вели- 
чин$ и по направленю, а изъ уравнен!я (159) мы найдемь моменть 
Жв" и по лемь положеве прямой, на которой лежит векторъ 3". 
Этоть случай дополнительныхь условй находится въ тфоной связи 
съ вопроеомь линейчалой геометрии (глава УГ) о сопряженныхь пря- 
инхь {$ 133). . ." .. 
Друме случаи ‘допоянительныхь условй разомотрьны ‘ниже въ 
упражненяхь. у ” 


771. Теорема Шаля (Спафез). При всемъ развообрази приведенй 
системы передвижныхь вевторовъ кз двумь передвижнымь векторемь 
у нихь существуеть одно общее свойство: тетраздръ, построенный 
на этихъ двухь векторахь, при всфхъ приведен1яхь иметь 
одинаковый объемъ. Для довазательетва сравним это приведеше съ 
приведешемъ къ одному вевтору и къ пар: 


5-8” = В, 
(и Жи Х я") =М. 
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Перемножая первыя и вторыя части этизь равенствь геометрически: 
#87). [@ ха” х == В.М, 


и раскрывая ва первой части равенства скобки по правилу меремно- 
женя геометрическихь сумиф, находим: 


ов). Ж 8)". ЖЖ 5") = В.М. (110} 


По свойству (87), въ виду равенства хвухь множителей: 
ВИЖ, ви" 0, 


3 по другому свойству вектор1ально-геометрическаго произведения ($ 46): 


ЕЖЕ 55. я"; 


поэтому равенство. (160) принимаеть видт: 


8.“ —т) хз ==Е.М. 


Здфсь г”— г’ есть векторь, соединаюний начала векторовъ 8’ и 8"; по- 
этому заключающее его произведее представляеть собою объемъ па- 
фаллеленииеда, построеннаго на вевторахь 5, 8’ итг’— т’ ($ 46) или, 
всеравно, ущестеренный объемь тетраэдра, поетроенияго на, векторах» 
5 из". Онъ равенъ инваранту В.М ($ 71); возтому окъ одиваховь 
при вс%хъ приведешяхь къ двумъ векторам. 


78. Условй равенства нулю системы передвижныхъ зекторовъ. В» «Вхъ 
вопросахъ механики, тдф играютъь рояль передвижные векторы, ирини- 
мають, что если общёй векторъ н обнйй моменть системы ($ 70) равны 
нулю, то и вся данная система равна нушо. Это услоше нетолько до- 
статочное, но и необходимое, т.-е. для того, чтобы система пере- 
движвыхъ векторовъ была эквизаленжна нулю, необходимо и 
достаточно, чтобы въ отдёльноети и общЕЙ вевторь В и общ! Я 
моненть М системы были равны нулю. Предцоложимъ, что си- 
втема эквивалентна нулю, но что общ Й векиорь и обий моменть въ 
отдВльности не равны нулю. Въ такомъ случа эти два элемента, 
ззятые въ совокупности, должны предетавлять собою систему, экви- 
захентную нулю; но это невозножно. ДЬйствительно, пусть будеть В 
передвижной векторь, численно равный зевтору В, ему протизуполож- 
ный и лежащий на той же прямой; очевидно, что система (В, В’) экви- 
волентна, нулю; но если и сиотема, (В, М} эквивалентна нулю, то нара, (М) 
можеть замфнить собою векторъь В’. Эввивалентность же нары пере- 
движиыхь векторовъ съ однимь нередвижаыыь векторомь уже потому 
невозможна, что моменть пары, кажь теометрическая сумма моментовь 
составляющихь ее векторовъ, не зависить отъ центра приведеня (88 66 
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ий 61), моменть-же одного вектора о1Ъ этого зависить. Итакь, необхо- 
дико принять, что въ случаф эввизалентноети системы передвижныхь, 
векторовъ нулю В и М вв отдёльности равны нулю. 

Условя эквиналентности нуяю сиетемы передзижныхе вевторовъ 
мовно выразить сиёдующими геометрическиии уразнентями: 


Уа=ьыь... в=0 {161) 
Хахю=а, Ха, Хы) --... аж ==0. (162) 


79. Другая форма условМ равенства нулю системы передвижныхь 
венторовъ. Система передвижныхь зекторовъ равна нулю, вели 
ея общие момекты относительно трехъ центровъ приведен!я, 
не лежащихь на одной прямой, равны нулю. Пусть будуть 0, 
0’, 0’ эти центры приведеня и ‹00’=, в00’-=а". При первомъ 
центр имфемь услове: 


(г, Ха) а, Хр... аж) =0, (168) 


при второмъ и кри третьем» центрах: 


[(@, —#) Ха], —&) Жь] |... + [ы-—#) Х вн] =0, 
[, — в") Ж а], —2') Жи... ба”) Хы] =0. 


Велвдегые уеломя (163) два посябднихь приводятея къ виду: 


ЕУ ХЕ=-0, а" ХВ=0, (164) 
г% . 
В=в-ы р... А. 


Такъ кавъ а’и а” не равны нулю, то условя (164) приводят къ одному 
изь двухь предположен: или В.==0 или & и а’ параллельны век- 
тору В. Поелёднее предположене невозможно, если центры приведен!я 
не лежать на одной прнмой; поэтому остается заключеще, что № =0, 
хоторое выфет8 съ условемь (168) и соетавляеть добталочныя услоня 
эввивалентности нулю ценной снетемы векторов, 


Разложеше по ортамь системы передрижныхт. векторовт. 


80. Аналитичесне элементы, опредфляюще эту систену. Предполо- 
жимъ, что передвижные векторы системы заданы схалярами въ разло- 
жени каждаго изъ нихъ, пь и его момента, зи, по ортаме: 


т, ==Ха- У --2АК, 
шк = 7 -- М №. 
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Ио этныъ дапнымь выразныв скаляры въ разложевни по ортамв общаго 
зехтора и общаго момента системы: 
В= Ая В) Вх, 
М= ма мые мх. 
Для этого мы имфемъ формулы (27), воторыя дають: 


В.=х хр... хех, 


Ву, ГУ, ... (165) 
В,=2,--2,--... +=, | 

М. =... РУХ, 

мым, -... м, Ум, {156) 
М.М -НМ,--... м = УМ. | 


Если для каждаго передвижного вектора системы изафотие подожено 


ег начала, т.-е. ханъ подярвый вокторь этой точки, разложенный по 
ортамь: . . 
Ха АА ув) АК, 
то формулы (166) можно по схем (66) налисать еще такъ: 
м. = 32—17), 
М, = Ух — #2), 
„= У(У—ух. 
$1. Аналитическое опредфлеше винтовой систены, энвивалентной дан- 
ной системЪ передвижныхъ ‘векторовъ. Для этого обратимея къ форху- 
ламъ 5 73. Формула (152) даетъ для параметра винта: 
__ Вме-- ВМ, В.М, 
Ари” > 
а формула (181): 
И»=рЁ, Мо=рЕ, Мь==рВ,. (167) 
Чтобы составить уравненя винтовой оси вв Декартоныхь воорди- 
налахь, разложимь но ортамиь 068 части равенства 
М, =М — 6х8), 
огоящаго тоже въ формул (151), положивъ для этого 
руд РЕ 
и принявъ во внимаше формулу (65). Это даеть: 
Ми == М, — (уе В. у), | 
Мь= М, — (В. В.) | {168} 
Мы = М» — (ше В, —у.Вь). | 
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Подставляя это въ равенства (167) и исключая р, мы и получаемь два 
уравнешя искомой прямой линш, содержащя данные элементы и те- 
зунця координаты 4, У, 2, точекъ этой прямой: 

ау В) Му В 
Я Ву 


еше 
= вв. (69) 


=!) 


Приложеня н упражненя. 


82. Приложеня въ статикё твердаго тЁла. Сила, приложенная въ 
твердому твлу, разематривается вакъ передвижной некторь, потому-что 
„точка приложешял силы“, т.-е. начало вектора, изображающаго силу, 
можеть быть взято произвольно на прямой дёйстьён силы. Поэтому ве 
правила, приведешя силь, приложенныхь яз тверлому т6лу, совпадаютъ 
сь правилами преобразовая передвижныхь вепторовь. Парф таких 
зекторовь соотвфиствуетмь пара силъ. Положен!е, по которому нара 
передвижныхь векторовъ остается сама себ эквиналентною прин вея- 
хомъ ея преобразовави, сохраняющемь ея моментъ геометрически по- 
стояннымт ($ 68), было у насъ выведено изь болёе общато положещн, 
что двФ снотемы передвижныхь вевторовь эквивалентны, ‘если геоме- 
тризееки равны ихъ обще векторы и ихъ обиуе моменты. Въ статикв 
обыкновенно, наоборотьъ, выводится сначала завонь постоянства, момента 
пары силь, и уже на основан!и этого выводится общее услове эввива- 
дентноети двухъ системь сил. у 

Моменту вектора относйтельно точкн я относительно оси соотв®т- 
ствуеть моменмь силы отпосительно точеи и относительно оси, называе- 
мый обыкновенно „статичесвимъ моментом“. 

Сказавное въ $ 70 зыражаетсл аъ стотихВ такъ: система силу, 
приложенных» къ твердому тху, приводител въ одной равнодйетвую- 
щей силь (общый вевторъ) и къ одной равнодёёствующей парё сяль 
(обийй момент}, 

Икварвяты ($ 71) въ стати называзотся статическими анваран- 
тами системы силъ. ` 

Сказанное въ $ 73 представляегь собою приведене системы силъ 
хъ „динама“, т.-е. въ такой систем}, воторая состоить изъ одной 
силы и изъ одной пары съ моментомъ, параллельнымь сил. 

Случай эквивалентности, раземотр8нный въ 8 76, похазываетъ, 
что система силъ можеть быть замнена друмл ревнодёйствующими, и 
притомъ беззисленнымь множествомт снособовъ. 

Условы равенства вулю системы передвижныхь вевторовъ (88 78 
й 79) обращаются въ статикв твердаго тёла въ условя равноввоя. 
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Формулы (185) и (166) представянють собою формулы приведен 
систелы силъ къ шести статичесьимь элементажь, а формулы $ 81— 
формулы аналитическаго приведешя къ динал. 

° Веб управневя, разсмотрённыя въ концф этой главы, могуть 
быть непосредственно прим8вены къ вопросамъ статики. Между ними 
особенное въ этомъ отношен{и значене имВютт упражненя 25, 26, 31 н 32. 


83. Приложешя въ киноматикь неизибняемаго тфла. Въ кинематиеВ 
неизыфбняемаго т®ла угловая скорость изображается передвижнымь век- 
тором, лежащимь на оси вращевя. Скорость поступалельнаго движешя 
можеть быть разематриваема какъ моменть пары угловыхь скоростей, 
Чозтому и въ кинематныв различные способы изображать систему со- 
ростей въ хвижени неизыфнлемаго тфла сводятон къ различинагь пре- 
образоваяыъ системы передважныхь векторовъ. Сюда относятся между 
прочимь: замфнен1е врашеня около одной оси вращешемъ около оси, 
ей параллельной, еъ присоеднвешемь н%котораго поступательнаго дви- 
веня, приведен!е совокупности скоростей поступательваго и вращатель- 
наго двнжешй въ винтовой скороети, или также въ угловым еко- 
ростямь около двухъ непересфиающихся осей („содряженяихь осей 
вращен!я“). Формулы 88 80 и $1 разложешя по ортамь приводять в» 
аналитическимь формуламь кннематики неизмияемат дла. 

Каждое изъ упражнений въ концф этой главы находить евою 
интерпретацю з> кинематикВ, которую читалель, звахомый съ основами 
кннемалнен, легко можеть самь себЪ составить. Нкоторыя приложенял 
вектор!альнако анализа къ кинематикз были уже указаны въ главё 1 
(упражненм 13—16). 


ДальнёйиИя приложеня и унражненя. 


25. Привести систему передвимныхь векторовъ нъ двумъ венторанъ $; в», имющимъ 
зачала въ даняыхь точкахь Оцт,) и Сео). Рашен1е; Вели В л М обл векторъ и 
номевть системы, то ныфемь условна 

ант, 070 

(и; Хз) -- @: Х =, ат) 

изъ которыхь нужно опредфлить векторы 3, и 8. Эти условя не всегда, выпол- 
Япмы, Такъ какъ 13ь инхь можно вывести завиенмость, которая связываеть только 
давине элементы и которая должна быть выполнена, для того, чтобы задача была 
возможна. Для подучени этой зависимости составные, полъзуяеь формулами (170) 
и (71), произведевте: 


тет: И (ут, 8) (уз Х в) == (ль — кр. Ха + аз №) тьХ в 
(ть — 6, Х за) (5 Х в (р -- т). М 


дли 
Вы хм. ,-— 1) =0. (173) 


Теометричесый снысль этого условя становнтея очевидеъ, если за помосъ при- 
вать точку 0(г.); тогда г, ==0 и формула (172) принимаеть виды 


М. г, =0; 


она показываеть, что обрый моменть, всяи онъ не ревень нулю, должевъ быть 
уерпенликулярень въ прлмой, соедпелющей далный точки, Когда это слове вы- 
холпено, то уравневя (170) и (171), найяощи ири новомь нполюсв виль: 


Чы= 8, г, Же, 073) 


делоть безчисленное множество рфшенй, какъ э10 видно изь второто уравневия, 
по которому вонедт вектора 3. можеть занииаль любое похожене на ифкоторой 
нулзой, чараляельной прямой (40, и аеващей вь ишоскости, которая содержить 
хочку С; п перпендикухярна йъ моменуиу М. Быбравь одно изъ рышенй для 3,, 
мы но первой изъ .формуль (172) пайдемь в. 

26. Привести систему двухъ не пересфнающихея передвижныхь векторовъ (п, и) 
и (Их, 115) къ винтовой системв (1). Рфшенте: Пусть будеть А.А. кратчайшее 
фазстояще между ирливатт данвыхь вепторозь п 64,4,==6; точки 4: п 4 
можно принят за пачала далныхь векторов, иромф того пусть точка А; слу- 
залу полюсомт. Уеломя эквивалентности даю: 


ии, (174) 
> тХафресхь, 75) 


тДБ к начало зестора и, и р параметрь винта. Блитовая ось имфеть направле- 
зе и, и услове (174} показываеть, что ова комплянарна съ венторами и. и .- 
Пусть будеть Р плоскость, которой они паралщельны опа перпендикулярна къ ©; 
зозхому веторх еХ и, паразлелент этой плоскости. То-же можяо слазать и отно- 
сительно вектора г Х п, такъ кан по формулй (175) в-к Хи-=0. Для велтора г 
мы можемт иринать наиравленше, перпевдикулярное 2 а, а сабдовалельно тоже 
параллельное илоекостл Р. А чажь какъ вачало А, вевторовъ в и и общее, то 
ихь [ирамыя совпадають, п слёдователено начало А вектора п лежить на пря- 
мой А. Аь, т.е. винтовая ось пересфкаеть эту прямую. Полагая 


ляфемь 


и. — Е 
и, 


Умножая геометрически поочередно га п, п ва п;, получаслеь: 


ев -= 1. 


- кл 
=, @ Х 6 . . = - 
яя: пех ри. п, жи, зы: Ж и. = И. и,, (176) 
откуда 
2% оз (м, и) 


р ‘14, 608 (и, по} ^ 
Изь параллелограмма, лыйнощаго свопыи сторомажиг веиторы и; я м;, сиздуеть: 


Е 
3 


эт (и, п.) 


в формула (177) лаеть: 
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Этим опредфаяется, въ связи съ сказаний ь выше, вноляф воложене вийтовой 
осл. ПосаЁ этого формула (174) и одна изъ формуль (176) окончательно опред$- 
зяють вивтовую сиотему (и). 

27. привести дзф внитовыя системы 1;(п,) и 2.(пе), ося ноторыхь параллельны, 
нъ одной эннтовой снстене, Ре шенте: Услове 


жи, +. 
похазываеть, что ось покомаго винта параллельна данным п, въ впду параллель- - 
вости вофхь трехъ векторовь, даеть 

ии, нь. 


Возъыемъ молюсь на первой впитовой осл и означныь через в полярный пек- 
тор, совнадионий съ перпендикуляронь, опущениымъ изъ полюса на вторую ось. 
Изъ усзовтя равенства момеятовь лем 


ри Ее Жи) ди, | рить -- (6 Х в), ” (79) 


гиф (*) какая-нибудь точка на искомой винтовой оси. Пришимая далфе за точну (г) 
колешь пернендикуляра, опущеноего изь пояюса на эту ось, и учкожая 06% части 
равенства (178) геометрически ча ©, паходимь: 


&хХи= 


„иЖе=о 


и замфчаемь, что е н к лежать па одной прямой, а слвдовательно ось искомаго 
винта, лежитъ въ илоскостн данныхт осей. Умножая об части равенства (17$} 
теометрически на ц; и принимал во внималие нараллельность веёхь трехъ векго- 
тОВЪ и, п) н п, находимь: 


рим == рии? + Ранма 
откуда 


Пусть булеть п/и, отнощеве между разстольшми искомой ови Р оть данпыхь, 
таль что 


тотле формула (178) даете: 


те и.) — зе х и) = 


откука, такъ казъ ведтору с периенлркулярень въ 1; п ш,, иаходимь: 
ии, — пи, =0. 


Этимь опредфляется окончательно ноложеше вилеговой осн. 

28. Привести деф зинтовыя системы Ф=(и»), Фу(пу), осн которыхь, (2) к (9), 
перасфнаются к взанино перпендикулярны, нъ одной винтовой систем 2(п). Рёшен!е: 
Полюесь возьмемь въ точкз пересфченя данныхь осей п напишемъ условя экви- 
залептноетя; 

о пы у (179) 
("Хи - ри рипа -- руму. 180) 
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Первое рарнеше покавываеть, что вевторъ и а, сл ифдовательно п некомая винто- 
зал ось $ параллельны ихоскостн (ху). Второе уравнеше похазываеть то-же самое 
относительно вектора хх и. Если начало 
зевтора и, лежащого ва оси & дзять такъ, 
чхобы звекторь г быль перпендикуляренъ 
р п, то пенхоры г, них Х и будуть взанино- 
перпендикулярны, а 310, вмфст® съ сназан- 
вымь относптельно уравнешя (130), пока- 
зываеть, что х направленъ по оен (=), и 
вхфдовательно ось ? пересфкаеть ось (2). 
Умчожая 06$ части равепства (180) геомет- 
ричееки на а и пряяимая во внимаше, что 
но уравненно (179) 


Пай, п. Нузеу?, 


захотим: 


Фиг. 34. 
_Феил? -- руму? ‚ 
Воры 81) 
Пользуясь этою формулою, изь уравненя и получаем: 
(ЕХ п) + (Е Х чу) = Фит (в ?щу — Чу?ах.). (182) 


Ч» я че 
Вевторь гХ их параллелень оси (у), & невторъ к Х цу парашлелень осн (2); по- 
этому въ равенсчьт (182) мояшо сдфлаль отдфльное сравневе слагаемых 


Ри Роз Ру 
тХа ту, К = 
Жи ры" Я Иу, Хы ии, 


"5 р? 
Такь какь К п и» взапмно-лерпендикулярны, то тензоръ вектора тхш уэ- 


зонъ ги; поэтому 
НЕу 


ия 68 


Т==(Ву— 2=) 

Формулы (181) п (183) играть весьма важную роль въ „Теор1и винтовт.^ 

ВаН'а (Боллъ). Онф выводятся обыкновенно въ трлгонометрической форм%, 
при помощи угла @ == (=, и): 


ФЕ: рге09а -- узи", и (ру р=) 60а 5 а, 


29. Цилиндроияъ. Влнтовая ось { предыдущей задачи занимаеть разничныя 
оложентя въ зависимости оть отношеня тензоровь г 5 у, при тЪхъ же зна- 
зеняхъ парамотровъ 92 п ру, дам, всеравно, въ завпелмоетл отъ углам. 
Геометрическое мого вефхь этихь осей воть линейчатал поверхность, образующя 
поторой параллельны плоскости (2). Составиыъ ел ураввеше въ Девартовыхь. 
хоордиватахь. Для какой-нибудь точки М на, оси # пыбемъ: 


у 
< 


Зе, 
Зе? ву? 


Ще, веру) 


Пеключал отсюда отношеве хи/ш», получаемъ: 
24а? у?) = (ру— редду. (184 


Эта поверхность иазываетея цплинхроидомъ; она пграеть важную роль въ. 
хеорш виятовъ. 


30, Правести дзЪ ваши-нибудь винтовыя“систены 2:(,), Ра.) нь одной ввитовой 
еистемё ри). Ршен1е аналотично рмлено задачи 26. Исходных уравневя при 
уБхъ-же обозваченыяхь, кавь вф этой задач! 


Жи, + и, 
Хам =Х в) + ри, -- ап». 

Ось исвомиго вина комилянарна съ осями данныхь и пересёкаоть раную А.А», 

ОТОЗГу-ЕтО 6.ГХ в = 0, Для д находимт: 

6х из рии + р + (р; Е ри. 

Далфе, аналогично тому как» ВЪ аи 37, моно составить уравнении 


де 


ря (6 хи) — а к (еп ри + р, — 


Умяожая об части геометричееви на Ри ваходимы: 
пож = ри ще учи? — Ра ль, 


откуда опредфлится отнощен® я. 

31. Разломить поредвижной венторъ (и, Ш) по шести даннымь поредвищнымь вен- 
торамъ (и; ,1.), (п, 1), -.. (б‹,1ис). Чнозо шесть задев весьма, сущесувенио, ио- 
тому-что условя эквивалентности (8 67) выражаются двумя векзоральными ра- 
венствами, которыя въ аналитическохь вид предотавляють шесть уравиепи. 
Нужно вирочеыъ помнить, что неизвфетныхь элементовъ у пасъ воетажи только 
пять, потому-что векторы пи м связаны мешду собого скалярного завиенмоетью 
н.зи ==0; поэтому элементы, полученные изъ шестн уравнен й тоже будуть связаны 
между собою ифкоторымь условехь. Рьшен!е: Въ этой задачВ мы имфемъ 
шесть скалярныхь веизв®етиныхь: скалярй 9, №, ..-?, на которые долены 
быть умвожены векторы и, й,,... @, чтобы дать составнающия вектора (и, зи). 
Если эти составляюдия, лежадия на шести дазныхь ирямыхъ, означить черезт, 
Уз, У... Ув 2 через ку, г... №; позирные вевторы точент, служащих пача- 
лазгы векторовъ п; п., ... \:, и которые можно считали тоже даняими, потому- 
это ови могуть быть вырижены черезь данные злемейты (88 56 п 57), и если овиа- 
чить терезъ 1.. 1,,... № моменты векторов 1, \., - ‚ то можно налннса! 


Фиша. У И,, ... Тона ата» 
(т: Х п) == па, ==, .. 1 


Хт: 


а улова Эввивалентности хают” 
плыл... аще, (185) 
лат, ль + о, Рады =. (186) 


Кождое изъ эсихь веклоральныхь уравненй приводитт въ трезь скалврнягь: 
чтобы ихъ получить, можно взять три нажихъ-нибудь ме комплянарныхь вектора 
а, Бен на вых уеометрическл узполииь поочередно то п другое уравнеше. 
Выбето того, чтобы вводить новые векторы, булеть проше воснользоватьел треми 
изъ данпыхь, если только они ие комизямарны, Возьмем напрпифръ и, Мз, 
и составим уравлени: 


ел, ш-Ё... иен, вин, } 
ты: + Мь -- ыма «по -- ... Е ен == В - В, 
арии п, в, Е яве Ши. Но, 
Олл: п, Ен: и =. Ц, 
пли: п. 0- + ви, 
т: п -- вн... |Ииб - Из == ПЕ. п. 


(187) 
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Для возможности рёшени этихь урёененй относительно #;, и, ... Яо нужно, 
зояечно, чтобы опредфллтель, составленный изъ нозффищентовь при иензафет- 
ныхь, не быль равень нулю. По условно и, ш=0, найдеяныя решена будуть 
удовлетворять завнениоеги: 


ате(и, и». жи; ) - 9,75, - из + ". ш,). +... Рам нь Рио 
+ п ша в вы) +... + р . зы + и, ш,) + 


цщщ рщ = 


(88) 


32. Разлощить систему передаищныхь векторовь по шести даннымь переденинымъ 
венторамь. Ршен1е: Каждый изъ векторовъ слехеми разлагается по способу, 
указанному. №5 предыдущей задалф, лослВ этого тензоры векторов, лежащихь 
не одной п ой-же прямой, сплелывилотен взтебранчееки. 

23. Разлощить поредвижной вехторъ (п,10 по ребрамъ тетраэдра, заданнаго по- 
лярными венторами эго вершинъ А.(т;), 4,(%5), 4.,), 4.(',). Эа задача, предета- 
вляеть весьма важный частный случай задачи 81. Олъ приводить къ воорди- 
натамь примой япи!и, введеняыы въ геометрио 
Цейтеномь и Ёлейномт (Фещей, Юеш).н 
лвлиющимея обобщенемь координать Плюцёра 
(8 66). Ребра тетраэдра, иераютъ пря этом роль век- 
‘оровъ па, и», \«, ВходищЕхь в% задач 31. 
Выбпрая для нихь направлев!я, указанныя на фи- А 
гурВ 35, имфемь лая них сялующйя выражешя 
то даннымь элементам: 


== —Хь = Е,, ПАН, Т., 
ЕТ №, Е 1, Нотт, та. 


} (189) 


Вволя обозпаченял Цейтепа-Клейна, обозначим _ 
искомые сказяры при этихь вевторахь тать: - Фик. 35. 


пра, ры, р, Ш-Еры, В Ри, ЩЕ, = (9) 


Посл этого остаетеи подставить выражешя (189) п (190) въ уравнений (197) и 
ихь рёшить. Доказательство того, что это рёшене эсегда, возможно, мы увихимь, 
вт тлавЪ УТ. Усломе (158) принимаеть теперь болфе простой зидъь: 


Рае» - Рон Е Фара = 0- 


Нетрудно убфлиться по правилазеь векторельныхв дЪйствай, что воф остальные 
члены въ формул? (188) лечезають, 

Элементы (190) п называются координатами Цейтена-Клейна. Клейнъ раз- 
`омалриваеть зирочемь н воордннати другого рода, отличающяея еще большею 
опымехричностью И связанвыя услошемь: . 


фи ри р ре Ее 
Оп получаются изъ предыдущихь помониао- завнепмосте: 


фа На = Ра, 
Ра В Ра 
Фа + РР 


ГЛАВА 1\. 


Опредфленные. векторы. 
Условя, опредвляюни опредфленный зекторъ. 


84. Два свободныхъ вектора, опредфляюще опредбленный венторъ. 
Поняте объ опредВленномъ вектор$ было дано въ 8 Б. Его начало не 
можеть быть измВняемо по произволу; поэтому мы будемъ говорить, 
что опредфленный векторъ только тогда внолн® извфстенъ, когда даны 
два евободныхь зектора: 1) векторъ и, опредфляющий величину и на- 
правлеще опредфленнато вектора и 2) полярный векторъ г вто начала, 
или когда заданы таые элементы, по которымь п и к могуть быть 
найдены. 

Изъ этихь послфднихь енособовь ближайций къ предыдущему со- 
стоить въ томъ, что задаются полярные векторы, ги г’, его начала и 
его конца; тогда имфемь: 


85. Виралъ. Посхотринъ теперь, кажимъ элемептомь опредфленвый 
веклоръ отличается огь передвижного. Два опредфленныхь вектора, 
теометрически равные и лежаше на одной прямой, еще не мотуть 
считаться вообще равными между собою: они равны только кавъ век- 
торы передвижные. Илакъ, къ геометрическому равенству двухъ век- 
торовь какъ въ условию, необходимому и достаточному для равенства 
двухь свобохныхь векторовъ, и къ геометрическому равенству момен- 
ТОВЪ ОТНОСИТОЛЬНО ОДНОТО и ТОГО-Же полоса, какъ въ дополнительному 
условию равенства двухъ передвижныхь ведторовь, тенерь должно быть. 
присоединено еще одно дополнительное услоше. Постараемся предета- 
вить его въ терминахь, уже раньше уетановленныхь, Ддя передвиж- 
ныхъ зекторовъ памъ нослужило повят! о вевторальномь произведен?и; 
теперь мы воспользуемся понямемь о теометрическомь произнедещи, 
Поважезгь, что для опред леннаго вевтора элементомъ, донолнитель- 
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ныКЪ къ элементамъ п и м =гЖ а, является геометрическое произ- 
ведене 


ФЕ. 1. {191) 
Перемфщеше начала вектора, при ето геометрическомь постоявсть}, 
можно разложить на два перем щен я: вдоль вектора и перпендивулярию" 
мъ нему. При первомь перем шен!и сохраняется его моменть, во мб- 
нлеся г.и==74с08(г, 4); при второмъ-же перем шени м%няется мо- 
менть, но сохраннется г.п, потому-что и и и 7с0з(т, п) остаются по- 
втоявными. Если начало вектора остается постояпнымь, то оба произ- 
педени, гЖииг. и не изибняютея, и наобороть, если эти выраженя 
не измёняются, то, при геометрическом постояногвь векхора, и его’ 
начахо оотаетея. пеизиннымь, 

Пели п представляеть собою силу, приложенную въ опредфленной 
точкВ твердаго тфль, то произведеше (191), взятое вирочемъ съ обрал- 
нымъ знакомъ, называется (СШалзНи8} вираломъ или также (Зенуетв) 
центробфжнымь моментомъ (ЕПевшолленв) и играет» роль въ механикь 
въ вопросахъ объ устойчивости равноввоя и въ частноети въ вопросв 
объ астатическомь равноввен. Чтобы не вводить новыхъ терминовъ, и 
мы ‘условимся выражене (191) называть вивдаломъ вектора отно- 
сительно полюеа, сохраняя’ однако-же, въ отлич!е оть Кляумуеа, у 
него тоть знавъ, который опредфляется гоометричеснимь произведе- 
жемь г.п. . 

Мы видим, что присоединен! въ элементамь, опредфляющимь 
передвижной векторъ, нонятЁя © виМал вполн% естественно вытекаеть 
изъ разложеня переноса начала вектора на два составляющихь: вдоль 
него и перпендикулярно къ нену. 

86. Условя исчезашя опредфленнаго вектора. Въ виду той роли, ко- 
торую играетъ вирлть для опредфленнато вектора, выразимъ условя 
кочезаня этого вектора помощью этого поняя. 

Опредфхенный вевторъ равен нулю, если ето зиралы 
относительно чезырехь полюсовь, не лешащихь въ одной 
плоскости, равны нулю. 

Пуеть будуть О,, О» О, О, эти полюеы и т,. т, т, г. векторы, 
проведенные изъ нихЪ въ началу 4 даниато вектора. Предположимь, 
что 


т:1=0, т,.0=0, т,.0=0, т,.1=0. {192) 


Отсюда 


в). 1=0 (, 


4). -= 


Зджсь г. — Е, г, — т, К, к, суть векторы 0,0, 0,0», 0,0, и, тавь 
кавъ данные полюсы всф различны, то ни одинъ изъ этихъ векторовъ 


П. Сомовъ. Вектбфальный аноливъ. 6 
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не раленъ пулю. Вели ‘предположить, что воъторъ п не разенъ нулю, 
то нужно заключить, что онъ перпендикулярень къ векторам 0,0. 
0,0.: 0,0%; а это невозможно, когда, сохласно преднодоженио, точки 
0,. 0», 0», 0, не лежать въ одной плоскости. Итажь, условя (192) 
достаточны для исчезая опредфленнато вектора. Легко видфть, что 
эти услошя и необходимыя, хе. чо трехь такижь условй было-бы 
‘недостаточно, 

Можно указать и друпя усломя исчезая вектора, между икыи 
отыфтямь только слёдуюцщия: онз исчезаеть, если его виралы относи- 
тельно двузь полюсову и его моменты относительно твхъ-же нолюзовь 
равны пулю. . 

87. Услов!я равенства двухь опредфленныхь венторовъ. Основными 
усломаки равевотва двухь опрезфленныхь вевторовь является нонечно 
ихь равенство хеометрическое, разенётво ихь моментов и равенство 
ихь вираловь относительно язхого-вибудь полюса. Теперь мы раземо- 
тримъ другя усломя равенства, выражающуяея только помощью вир- 
ловъ. и момертовь. 

1. Два опрелфлевных зектора равны, если равны ихь 
взирали и ихъ моменты относительно двухъ полюсов. Пусть 
даны: 


Т.В, И, (193) 
т.т. Ш, (194) 
Хит, Жи, (195) 
1, Жи=г, Хи. (196) 


Изь условЕй (198) и (194) завлючаень: 
0,0, (и — и} =0, (197) 


т.-6. что или п’ == или ихь геометрическая разность перпендикулярна 
зъ прямой 0,0,. Первое предпохожеще, въ связи съ равенетвами (193) 
(195), пряводить къ полному равенству данных векторовъ; разенотринъ. 
второе предноложене. Условя (195) и (196) показывыоть, что оба 
зекторь лежать нъ одной плоскости, содержащей полюеы 0, и Оз 
кромВ того эти услощя дають: 


(у) Жажи ту) и, 


тд$ г —-=т’-—х» есть векторь 0,0,. Тавъ какъ онъ не равень 
вулю, & мы предподагаемь, что векторь и’— и тоже не равенъ нулю, 
то остается заключить, что векторы 0,0, и № —и параллельны; а это 
противорёчить условно (197). Итавъ остается вёрвымь только первое 
предположерие, что п’==, которые выше иривело уже къ полному ра» 
венству данныхь векторовъ. 
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Легко вицёть, что озеутелые одного изъ четырехь условй къ 
этому не приводить; тавв-что эти четыре уеловйя нетолько доеталочны, 
но выфотв съ ФЬмь и необходимы. 

П. Два опредфленныхь векторь равны, если разны ихъ 
моменты относительно трехъ полюсовъ, не лежащих на одной 
прямой, и еели равны ихъ вирйалы относительно” одного из® 
полюсовъ. Это видно непосредственно изъ того, что равенство момен- 
овъ относительно трехъ полюсовъ приводить къ равенству векторовъ, 
канъ передвижных» (8 59); прясоединля-же еюда равенство вираловъ 
относительно клкоРо-Нибудь одного полюса, получаемъ равенство этихъ 
векторовъ, какъ опредфленныхь, 

ПЕ Условя равенства опредфлепныхь векторовъ не но- 
жуть быть выражения только помощью равенства вир1аловъ, 
потому-что. зезторы, геометрически равные и нивюпЦе начала въ одной 
перлепдикулярной въ нимъ плоекости, имфоть обифе виралы относи- 
тельно велкаго. полюса. 

ТУ. Если-же разны вир!алы. относительно четырехь по- 
лювовъ, ие ложащихь въ одной плоскости, и моменты относи- 
тельно одного полюса, то опредёленцые векторы разны, Усломя 


В 


, 


т. = а: 


ПЕ. 


даютьъ равенства 


Дет. — 0, (и, 5). = 0, (ит. = 


зоторыя при некомплянарности вевторове г, —т,, г, — т» Г, — Г» в03- 
ожны только, если п’ =. Это равенство, вмфст® съ однимь изъ ра- 
зенствЪ вир'алов и вв равенствомъ мощентовь, и приводить въ пол- 
ному равенству векторовь, вакъ опредфленныхе. 


Упражненя. 


34. ЧБыъ отличелотся два опредфаленныхь вектора, имЗюйые равные но- 
менты относлтельно двухъ {полюсовь н раввые внраяы: отпосительно: одного 
полюса? Отвфть: Ови лежахь.въ одной плоскости, проходящей черозь ланяые 
полюсы 0,0; ихъ геометрическая разность параллельна прямой 0,0,, они обра- 
37075 равные углы, съ поларными векторами их®. вачель, проведенными изъ 
перваго пояса, и обратно-пропорпюнальны этийгь-венторамь, Еелн первый ‘опре- 

ъдфленвый векторь заденъ, то.начало зторото вентора, ножно брать произвольно 
нь иЗкотором® круг. . . 

35. Чёмь отличелтоя лна опредфленныхь вевтора, ныфодые равные ви: 
`ралы отпоснчельно трехь полюсовт, не лежащихь на одной прамой, н равные 
номенты относительно одного изъ полюсовь? Отвфтъ: Они девать въ одной 
пяосности, проходищей черезь этоть лосзёдьйй полюеъ п перпендикулярной кл 
плоскости воъхь трехь полюсов; углы ихь съ поляреыин векторами и ихь тея- 
зоры удовлетворяють такиагь-ве условямь, какъ въ задачв 84. 


Ро 
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Нары опредёленныхь венторовь, 


88. Сравнеше двухъ опредфленныхъ векторовъ, для ноторыхъ не во 
условя равенства выполнаются. Уже въ хвухъ предыдущихь упражие- 
н:ахь были указаны таже случаи. Въ виду дальюзйшего полезно со- 
поставить три другихъ, основкыхъ, случал. Прежде веего всаомпимъ, 
что для полнаго равенства двухъ опредёленныхь векторовь требуетси: 
1) изъ геометрическое равенство, 2) равенство ихъ моментовь отноеи- 
тельно одисто и того-же полюса И 3) равенетво ихъ вираловв отноем- 
тельно какого-либо полюса. Раземотримь теперь, ЧФыъ раздичаютея 
векторы, если одно изъ этихъ условй не выполяяетея, 

Нели не зиполннетсн первое услове, то векторы ленать въ одной 
плоскости, уголъ, ими образуемый, равекь углу между полярными век- 
торами ихь началь и тевзоры этнхь по- 
сяфднихь векторовъ обратно пропорио- 
нальны тензорамь данныхъ. 

Цели не выполняется только второе 
услоле, то два вектора геометрически 
разны и имфють свои качала въ плос- 

Фиг. 36- кости, перпендикулярной къ этныь век 
хоранъ. 

Отвутетые третьяго условя даеть векторы, геометрически равные 
и лежаше ва одной прямой, т.-е. равные передвижные. 

Наиболве важную роль въ дальнёйшемъ играегь послёдн!й случай. 
Замфтимь, что разность вир1аловь двухь равныхь передвиж- 
ныхъ векторов равна произведен! ю тензора одного изъ чихь. 
на разстозя!е между ихъ началами: 


‚ 


У —э=р. и г. а-=(г Е) .а==84 4’. Ц — АА. 


89. Система дзухъ опредфленныхь векторовъ, энвивалентная нулю. 
Веявое преобразоване векторовь основывается на ихь разложени по 
даннымь направлещяиь и ва ихъ пераллельномь перенос® къ данному 
ЦоЕтТру приведена. Насъ будетъ занимать текерь только послфнйй во- 
просв. При этомъ мы примемь за освовное положен{е, что совокуп- 
ность двухь опредфленныхь векторовь, имфющихь общее начало и 
противуположно другъ иъ другу направленных», равна (эввивилентна} 
нулю, т.е. равносильна ихъ отсутетво. На основажи этого можзо къ 
данной систем8 опредфленныхь векторовь по произволу присоединять. 
или отъ. нея отнимать два такияъ вектора. Помимо того, что это поло- 
жене оправдывается соображенями, взатнми изъ статики и киненатики, 
оно имфеть достаточно основан и чисто геометрическихь; нотону-ч10- 
для такихь двухъ вевторовь суммы элементовь, характеризующихь, 
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вообще опредфленный векторъ, т.-е, геометрическая сумма сазихъ век- 
зоровъ, геометрическая сумма ихз моментовь и алгебраическая суима 
ихь вирюловь равны нулю. 

90. Пара опредфленныхь векторовъ. Пусть денф опредфденний век- 
торъ п еъ началомъ въ т0чкф 4; произвольную точку 4’ примехь за 
начало двухь векторовъ, выфетЁ эквивалентныхь нулю: 


п ии (198) 


\ 


Здфеь модно п’ разематривать вакъ векторъ ц, параллельно перене- 
сениый ыъ новому началу А’, а векторы пи а” кажь пару опред$- 
ленныхт векторовт, которую, въ отдище оть пары передвижныхь 
векторовъ (и, — и), бужемъ обозначать 
хакь: [м, — 1]. ° 

Не елёдуеть эти пары сифшивать 
между собою: свойства лары передвиж- оби 
цыхь водторовъ существеннымъ образомъ, -`° 
освовываютея па возможноети передви- Фиг, 37. 
женя векторовъ вдоль прямыхь на ко- 
торыхь онё лежать; а при тавомъ нередвижени опредфленнаго вектора 
мЁвлется его вираль. Это должно быть теперь принято во вниман. 
Перемёщене АА’ можеть быть сдфлано въ два према: перпендиеу- 
лярно къ и Въ точку А”, лежащую на прямой, которая содержить век- 
торъ и’, и оттуда въ точку Л’ вдоль этой прямой. Еели положить: . 

вААЕТ-ЕЕВ ВА” ЕТ" ТЗ", ВА" АЕ "=, 


ричемь 
вв", 


то имфемь: 
ш—=гЖа, о=рг.щ, 
Ши ЖШ Е Жи, м. иг. в, 
=е-- 8" 8’, 


Призявь во внимание, что 


5 Жи== 


находимъ . 
и’ аш" Ха, ие. п. 


Вь поелёдней формулё 


$. = 554% 

ГВ зназь зависить оть того, куда направленъ векторь 4”А’.. Итанъ, 
разложизши перенось начала даннаго вектора на два слагаемых, 5" 
и, мы видимъ, что при первомь переносв мфняетен только моменть, 
& пря второмъ переносф только вираль даннаго вектора, 
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91. Вираль пары опредфленныхь векторовъ. Мы будемь ‘называть 
вир!аломъ пары опредфленныхь векторовь геометрическое про- 
изведоШе одного изъ нихъ на ведторь, соединяюнй ихъ начала. Этоть. 
послздй векторъ мы будешь называть илечомъ пары опредёлен- 
ныхь векторовъ. Знавь вырала пары завиеите оть того, который 
изъ вевторовь пары въ немъ разематривается и которое направлене 
плеча принимается во вниман{е. Мы условимея въ сдфдующемь: за 
вирелъ пары {будеть привиматьсл геометрическое произведен!е 
одного изъ векторовв на плечо, концомъ хотораго елужить 
начало этого вектора. 

Вирахь пары обладаеть схёдующими свойствами, ва, доказатель- 
ств которыхь, въ виду ихь простоты, мы не будемъ останавливальел. 

1) Внмаль пары равень алгебраической стим вираловъ отдВль- 
ныхь векторовь пи Ч’, составляющихь нару: 


(ик. и 


Гибкие. ит. Ц = 


+». 


2) Ояъ ве зависить оть положеня полюса, относительно котораго 
разематриваются виалы зевторовь, совтавляющихь пару. 

3) Онъ не изывняется при переноев того или другого изъ векто- 
ровь яъ вапразлени, въ нему. перпендикуларномъ. 

4) Овъ не изифняется при вслкомъ перемфщени пары, при кото- 
ронъ не изывняется относительное положен вевторовь пары. 

5) Вараль пары не изыфннется также, если плечо шары будете. 
увеличено въ какомъ-либо отношенш. а тензоры векторовь пары будуть. 
уменьшены въ томв-же отношении. 


Эквивалентимя снетены опредёленныхт векторовь. 


92. Основное опредфлене эквивалентности. Равенство двух онредЪ- 
ленаыхь зекторовъ выражалось ихъ геометрическим» разенстломе, ра- 
венотвомь ихъ моментовъ и равенствомъ ихъ зираловъ относительно 
общаго полюса. Примфнимъ эти понят я къ системам опред®ленныхь. 
векторовъ. Пусть будеть В обшй векторъ данной системы, т.е, гео* 
метрическая сумма вевхьъ векторовъ системы, М — обий моменть 
системы, т.е. геометрическая сумма моментовь веёхъ векторовъ отно- 
сительно какого-либо полюса, и У— общ! вир!аль системы, те. 
алгебраическая сумма виралове всфхъ векторовъ относительно тото-же 
полюса °). Установимъ, кавъ основное опредвлене, слВдующя условЁ1л 
равенства ихи „онпивалентности“ хвукв системь опредвлен- 
ныхь венторовь. Он эквивалентны, если: 1) геометрически 


') Совпадеше полюса для моментов п нозюеа дла. вируаловъ необязотельно 
и лёлается только дяя удобетва. 
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равны ихъ обш!е векторы, 8) геометричееки равны ихъ обще 
моменты относительно одного и того-же полюса, 3) равны ихъ 
обиле зир!алы относительно одного и того`же полюса. Помимо 
общихь теоретичевкихь соображенй, оправдаве такого опредфлешя 
эквивалентности мы находимъ и зъ примфнешяхь въ вопросам ме- 
ханики. 

33. Сложене двухъ паръ опредфлевныхь венторовь. Чтобы произ- 
вести это сложене, замтимъ сначала слёдующие два частныхь случая. 

Т. Яв$ пары съ общимь нлечомъ эквивалентны одной пар 
съ тВыъ-же илечошъ, векторы которой суть теометрическья 
вуныы соотв еетвенныхь векторовъ данныхь паръ. Вир!аль 
этой общей пары равенъ алтебраичёской суммВ вир1аловъ 
данныхъ паръ. Пусть будуть [,,—1,], [и,, — ,] данлыя пары м 8 
ихъ плечо. Для общей пары [п,— и! имфемъ: 


ии, = 1, 
ш, | ш, —=(8Жи,)-|- (8 Жп,) =8 Жи, -- 1.) = Хи=и, 
аъ 8. п) = 8.09. 


П. Дв$ пары, вевторы которыхь соотв8тетвенно геоше- 
трически равны но плечи различны, эквивалентны одной пар 
съ т ми-же векторами и съ 
плечомь, которое равно 
теометричесвой сумм дан- 
ныхь плечъ. Виралы паръ 
при этомв склахываются 
алгебраически. Это видно 
изъ олёдующихь равенствь: 


(хх =) Хь, 
в.в, =, 8). 1. 


Первая изъ этихъ леоремъ, 
въ связи во свойствами 4.и5, 
$ 91, позволяеть велыя хвз 
перы опредфленныхь векторовъ 
соединять въ одну дару; ари- . 
чему соблюдается уелове, чтобы Фяг. 38. 
въ отдфльноети не мВиллась 
ни геометрическая суима момеятовь пар, ни алгебраическая сумма 
ихъь вираловъ. Пуеть будуть 4,В,, 4,В, ллочи (в, 5) данныхь 
паръ [и,—1,], [а„, — п„], не лежащихь, вообще говоря, въ одной пло- 
окости, и АВ лишя пересфченм плоскостей данныхь паръ. Каждая пара 
„можеть быть въ своей плоскости кавъ угодно перем щаена, безъ изм- 
невйя относичельнало положен я плеча и векторовъ пары; поэтому плечи 
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обфихь паръ можпе привести на прямую ИВ. &ромЪ того можно плечи 
слёлать равными, взявъ для ихъ общей длины 8 на этой прямой про- 
извольный отрёзокъ АВ и изм8нивь соотвЁтственнымь образожь век- 
торы паръ, чтобы сохранилиеь ихъ моменты и виралы. Посл этого 
теометрическое сложене изиненныхь зекторовь ка каждомъ изъ кон- 
цовь этого плеча дасть новую пару, эквивалентную двумъ даннымъ. 
Моменть и вираль ся будуть: 


и—5Ж (ии и) = (Жи, )-- (Жи, = (5, Ха) -- (9, 
=. (в Ем) == в.) -- (В.,) = (в, д.) (в...) =», 


-с. удовлетворяют основнымь требоващамь эввизалентноети, 

94. Приведене системы опродфленныхь венторовъ къ общему вен- 
тору, къ общему моменту и къ общему виралу. Дана система опредфлен- ` 
ныхь вевторовъ (т, в), (г. и.), ... (ть: Ш) Сдфдаемь паралхельный 
перенось веёхъ векторовъ къ произвольно выбранному общему на- 
чалу О(гь). Для переноса каждаго вектора п, мы долины ввести два 


вектора, и’ =; и щ'—-— пл съ началом» въ точкВ (С. Данная си- 
стема эквивалентна снстем векторовь (п;, 1,,... №) съ началом 
въ точЕЬ О и ситемЬ пары: а, "], №, — 0, ... А. №], 
плечами которыхь сзужать векторы: (г, -— Ро), (т, — №), -.. (тн-- Ко). 


Векторы въ общижъ началом могуть быть сложевы геометричесвн въ 
общ]й вевторъ: 


Ва - Ра и, Ра... в (199) 


зсф нары могуть быть сложены зъ общую перу, моменть хоторой, 
облый моментъ всей системы относительно центра ирине- 
деня С: 


М, = (6, — г) Ха] -Р це ко жа... + тие) Х вы] 
(и, Же, Хы... -Н а Х пы) — [ре Х (щ, щ--... Вы] 
—=М— (ХВ), (200) 
ть 
Меха), Хи)... -Н @ Ха») (201) 


есть общ1й моментъ системы относительно полюса 0; виралъ 
общей пары (200), обийй вир!аль системы относительно центра 
приведен!я 0: 


РЦ, та -Н, — тд ль... бы тд вн 
иищд-Е ть) +... Раны) — ве ы Н.Н) 
7 в..В), (208) 


тд 
У, а.) | (2...) -- н.в.) | {203) 
есть общЕЯ вир!аль системы относительно полюса 0. 
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Наиболёе простое приведене получаетея въ Томь случав, когда 
за цектръ приведешя будеть принять полюсъ, тогда 


М.=М, У. 


95. Вляше положешя центра приведеня на результать приведеня. 
Общ векторъ системы остается очевядно себф геометрически равеыиъ 
при веякихь центрахъ приведеня. Обице моменть и вираль, вообще 
товоря, озъ него зависять, накь показываютъ формулы (200) и (203). 
Обьй моменть не изывняетсн только тогда, когла т. Х №==0; это 
можеть. быть въ двухъ случаяхь: или если общёй векторъ равенъ 
нулю нли еели зенторы г, и В параллельны, т.-е. если щентръ приве- 
дел находится на прямой, проходящей черезь полюстъ и параллельной 
вектору В. Общ/Й вираль. не измфняется, если +..В=0, т.-е. или 
если обыйЙ векторь разенъ пулю или сели вентръ приведена лежизь 
зъ плоскоети, ироходящей черезъ полюсь и перпендикулярной къ общему 
вектору. 

96. Нулевая плосность вираловъ. Центръ системы опредфленныхь 
векторов. Изъ твори приведен передвижныхь векторовь мы зпаемъ, 
что въ общемъ случиЪ не существуеть такого центра приведен!я, при 
которомъ бы общий моментъ системы уничтожался, так кавЪ ВЪ этомъ 
привелени существуеть миваранть В.М. Обный моментъ можеть быть 
уничтожень только въ томъ случав, еели этоть инведуант® равенъ-нулю; 
въ общемь же случа можно достигнуть только того, чтобы общий мо- 
менть получаль наименьшее значене № == Меоз(В, М); для этого нужно 
центръ приведеня взять гд-нибудь на оси винта системы (88 72 и 73), 

Для системы опредфленныхь векторовъ относительно моментовъ 
остается то-же завлючене, но по отношенйю въ вир?аламъ можно под- 
ходящимъ выборомъ центра приведеня достигнуть того, чтобы общ 
зираль системы быль равенъ нулю. Для этого, сдёлавъ сначала при- 
зедеше (В, М., 7.) къ какому-нибудь центру, можно воспользоваться 
формулою (202} и написать услов!е; 

У— (1.8) =0. (204) 
ЗдЪеь В извфетпый векторъ, У извботный ‘скаляръ, и мы имЗемъ ура- 
лнене для вектора г., опредфляющато центрь приведеня. Это’ вехто- 
р!альное уравнене не даеть для вектора г, опредзленнаго рёшеня, а 
опредфлнетъ собою только плоскость, въ которой лежить конець этого 
вевтора. ДЬйствительно, написавь уразнене (204) въ вид: 
7Т— "„Всов(т,В)=0 (205) 
находим: 
твое, (206) 
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& это показываеть, что конешь вехтора гг, т.-е. новый центръ приве- 
день можеть быть взятъ гдВ-угодно въ плоскости, перрекдикулярной 
ЕЪ В и отегоящей оть полюса на разетояню У/В. 

Чтобы найти ту точку этой плоскости, кля которой обийй момент 
получаеть свое наименьшее значен!е, обралимел къ формул (200), при- 
НЕвЬ во вниван!е, что дия этой точки М, и В параллельны: (8 72), 
такЪ-что В ХМ. =0. При этомъ ‘предположени, умножая об части 
равенства (200) векторфально на В, находимт; 


Ехм -—вхе.хв 
хм — и. В в 


; 


отеюда, принявъ во внимав:е формулу (204), получаемъ: 
т де Х М) РВ). (207) 


Плоскоеть, удовлетворяющая услов!ю (204) или (206), называетел 
нулевою плоскостью вир1аловъ, Тозка (207) называется пентромъ 
системы опредфленныхъ векторовь или также Гамильтоновымъ 
центронъ. 

Нулевая плоскость удаляется въ безконечность, если В =0, т.е, 
веди система, зекторовъ приводится въ парВ. Въ дЪйствительноети тогда, 
уничтожен!е общаго вирала невозможно, и формула (202) похазызаетъ, 
что обийй вираль (вираль пары) тогда одинаковъ при всякомъ центр 
приведен!я. Мы знаемъ, что въ этомь случа и обнйй моментъ системы 
не зависить отъ центра приведен (8 74). 

Если инзаранть В.М —0, то при приведеши системы въ Гамиль- 
хонову центру и общ вираль и обпый моменть исбчезаютъ, и вся 
система, приподитея въ одному сиредфленвому вектору В, имфющему 
начало въ этомъ центра. 

Замбтимь еще слфдующщее свойство нулевой плоскости вир1аловъ: 
вир1алв системы при какомъ-нибудь центр приведен:я ра- 
венъ произведен!ю общего вектора на разстоян{е центра при- 
веден!я оть нулевой плоскости. 


97: Приведеше системы параллельныхь опредфленныхь векторов въ 
одному общену вектору. Въ 8 75 этоть вопроеь рфшенъ дли системы 
передвижныхь векторовь: кз этому намъ придется сдфлать только не- 
большое добавлен!е. При произвольно выбранномъ полюсв О мы имфемъ 
формулы 4199), (201) и (203), причемъ В представляет теперь нетолько 
теометрическую но и алгебраическую сумму данныхь векторовъ. Мы 
долины найти тавой центръ приведетя С(".), при которомъ вх фор- 
мулахъ (200) и (202) Ми У, были-бы равны нулю. По способу, ука- 
занному въ $ 75, мы опять находимъ изъ уеловнн М. —0 формулу (156), 
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но не можемв теперь произвольно положить тамь 1==0. Одвако-же 
услойе Ус=0 или но формул (202) услове 


У—(..В)=0. 


вели туда подставить, подобно тому какъ въ 8 75, 


Уи ит... Раыкь) 1 


даеть формулу 


[не Нил, -.. Ню) — би ри, ... Ра 0, 


по которой уравнене (156) принимаеть видъ: # 0 или 1—0. Мы 
полутаемв таким образомъ дла г, формулу (157) и видимъ, что для 
вистемы цараллельныхь опредёленныхь векторовъ Гамиль- 
тоновъ центрф совпадаеть съ центромъ этикъ вевторовъ, 
какъ передвижныхь, 


98. Основныя усломя эквивалентности нулю системы опредфлевныхь 
венторовъ. Если при приведен въ какому-нибудь центру мы находимъ, 
что облий векторъ равень нулю, то это служить признажомъ того, что 
система, эквивалентна только пар%. Если при этомъ овазываетея, что и 
общуй моментъ равенъ нулю, то это указываетть, что оба вектора пары, 
вехи они не равны нулю, дежать на одной прямой Нели, навонець, 
оказывается, чт0 и виаль отой нары равень нулю, то это служить 
признакомъ тото, что начала обоихъ венторовь пары совпадають; но 
товда, по опредфленно 8 89, эта пара эквивалентна нулю. Повтому зь 
основныя услов:я равенства нулю системы опредфленныхь 
векторовъь примемъ сл8дующ:я: необходимо и’ достаточно, 
чтобы теометрическая сумма данныхь векторовъ, геометри- 
ческая сумиа ихъ моментовъ отноеительно какого-либо по- 
люса и алгебраическая сумма ‘ихъ визфаловъ относитехьно 
тото-же (или другого) полюса были равны нулю; или, короче, 
чтобы были разны нулю общ!й вевторъ, общай моменть я общий ви- 
аль системы. Эти усло выважеотея уравненяни: 


В = Уп==0, 
М= Ух =0, 
7 -= Ук, и) =0.` 


99. Друга условя энвивалентности нулю системы опредфленныхъ вен- 
торовъ. 

Т. Система эквивалентна нулю, если равны нулю: общ 
моменть относительно какого-либо полюса.и общ!е виралы 
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относительно четырехъ полюсовь, не лежащихь въ одной 
плоскости, т.-6. если 


Уехи=0 
Я що, За") =о. (208) 


Ут) =о, У’ = 


Пёрвое услоше показывает, что векторы общей пары, которая полу- 
чается, когда полюсь О служить центромъ приведешя, лежать на одной 
прямой; если принять это во винмане, то каждое изе остальныхь условй 
показываеть, что начала обоихь векторозь пары совпадать, т.-е, что 
эта паре эквивалентна нулю. Остается показать, что и оби! векторъ 
фазень нулю. Означивъ черезь а', а”, а” полярные векторы полюеовъ 
0’, 0", 0" отновительно полюса 0, имехь для начала пелваго век- 
тора п» условя: 


ма". 


ти ти =, м-та", № 


Поэтому изъ условй (208), вычитащемь послфднихь трехь изь перваго, 
находнит: 


&.Уц= 


‚ а. Уи=0, а", Уц==0, 


Это показываеть, что облый векторь, Уп или В, если онъ не равенъ 
пулю, пернендикуляренъь хъ векторамъ а, а”, &”; но это певозможно, 
таив вавъ согласно предположению эти векторы не лежать въ одной 
плоскости. Итавь Уи ==0, и вс услошн исчезая системы вевто- 
ровъ выполнены. 


ПП. Система эквивалентна нулю, если равны нулю обще 
моменты относительно двухъ полюсозъ и оби1е вир1алы отно- 
сительно тзхъ же полюсов, т.-е. вели 


Уахи=ь Уихи=Ь (209) 
Уе-ш=0, У. 1) (210) 
Дайствительно, первыя изъ услоый (209) и (210) показывають, что 


система приводится только къ одному общему вектору, безь пары; 
далве, вычитащемь находимъ: 


‚ = , 
ах Уш-=0, я. Ув=0; 
т.-е. что обний вевторь одновременно и параллелекь и перпендикуля- 
ренъ къ вектору &; значить, онъ равенъ нулю, и вс услов{я исчезан я 


системы выполнены. 
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И. Сиетема эквивалентна нулю, если равны нулю обе 
моменты относительно трехъ полюсовъ, ие лежащихь на одной 
прямой, и общие виралы относительно одного изъ полюеовт, 
Действительно, условя моментовъ показываютъ, что общ й векторь и 
общй моментъ равны нулю (8 79), и едВловательно система криводител 
къ пар, векторы которой лежать на одной прямой; изъ равенства же 
нулю вирюла этой пары слёдуеть, что начала венторовъ пары совпа- 
дають, сл8довательно система равна нулю. 


100. Различный видъ условй энвивалентиосети двухъ системъ опре- 
дленныхь векторов. Четыремъ случанмь равенства нулю системы опре- 
дёленныхь векторовъ соотвётетвують четыре случая эквивалентности 
двухъ различныхь системь между ‹обою. 

Т. ДеВ системы эквивалентны, если: 1) обще векторы геометри- 
чески ралны, 2) обтуе моменты относительно того-же полюса геоме- 
трически равны, 3) обнце виалы отноеительно того-же полюса, равны. 

1. ДвВ снеземы эквивалентны, ебли: 1} общ{е моменты относи- 
тельно того-же полюса геометрически равны, 2) относительно четырех 
полюсов», не лежащихъ въ одной плоскости, обие виалы одной сн- 
стемы соотаВтетвенно равны общинъ зираламъ другой системы. 

1. ДвЬ сиетемы эвквивалентиы, если относительно двухЪ полюсовъ 
Г) обще моменты одной системы соотвётетвенно теометричееки равны 
общимъ моментамъ другой системы, 2) обще вирелы тоже соотвзт- 
ственно разиы. 

ТУ. ДВ системы эквивалентны, если: 1) соотвфлетвенно равны 
геометрически общфе моменты очносительно трехь полюсовъ, не лежа- 
щихь на одной прямой и 9) равны обще виралы относительно одного 
#зЪ полюсов. 

Первый случай уже разематривался въ $ 92. Остальные тре слу- 
чая основываются на елфдующемь. Еели въ какой-нибудь систем 
опредёленныхь вевторовъ направлешя всёхъ векторовъ изыЁнить на 
противуположныя, сохраняя ихъ величины и начала, то общ й вееторъ 
и общ моменть изм$нятв свои направленя на противуположныя, со- 
храняя первый свою величину и начало, & второй свою величину (ка- 
чадо роли не играетъ), общуй-же вималь, сохраняя свое численное 
значене, изыфнить свой знавъ. Положиыь, что мы въ одной изъ двухъ 
экливалентныхь системь (В, М, У) и (В, М, 7’) сдвлали такое иву- 
неше и присоединили ее въ другой систем; мы получаемъ тогда, си- 
стему, для которой; 


Е—В=0, ММ 0 У—У-0, 


систему, эквивалентную нулю. Выражая для нел условя равенства. 
нулю въ трехъ видакь, указавныхь въ $ 99, мы и приходимь кз ра- 
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венствамь, которые выражають елучан П, Пн Г" настоящато пара- 
графа. 

Можно было бы составить и друйя, бодёе сложцыя услошя экви- 
залентности. Въ частности, задача объ эквивалентности дачной системы 
‹опредФленному чшелу векторовъ можеть быть или опредфленная или 
веопредВленная или не псегда возможная, т.е. требующан дополни- 
тельныхь услошй для данной системы. Эти случаи зависятъ оть числа, 
аналитическихь неизьфотныхь и числа аналитическихь уравнен, вы- 
Тажающих» услашя эввивалентноств. Число послфдвихъ, сушеетвенно 
различныхь, въ какой бы форм» ихъ ни выражать, всегда окажется 
равнымь семи, 


Роль ортовь въ снетемв опредвленныхь векгоровт. 


101. Аналитическое приведеме‘ при какомъ-нибудь полюсф. Чтобы 
сдфлать это приведеше, вужно только къ формуламъ (165) и (166) 
присоединить выражен!е общаго вир!ала. Для этого имфемъ для пек- 
тора’ п» по формуд8 (48) 


та = зи Хи РА АЙ 


Общ виршль выражаетея вуммою такихъ трехчленовъ, составлен- 
ных для вовжь данныхь векторовъ. Тацихъ образомь результать 
приведеня къ полюсу выражается слфдующими формулами: 


&—= лая Е ., 

ме ма - мк, 

7-= Ушх-РуР-[=2), 

Ух Вв=УЕ в= у, . 
М,=У(8—гт), М,=У@Х-—а7, М.=У@ег-Х. 


102. Приведеше къ Гамильтоневу центру. Опредзлимь сначала ну- 
‚левую плоскость вираловъ; для нея имфемьв уелове (204), т.-е. 


вв, -руьд, о ВьныТ; (211) 


причемъ разетояще этой плоскоети отъ полюса опредфляетсн форму- 
лою (206), а направлеше: ел опредфляется тВыъ, что она перпенди- 
вулярна къ В. Зная по уравневямт (169) положев!е винчовой оси, мы 
при ‘помощи уравненя (211) и можем теперь оиредфлить всё три 
<каляра ль, уе, 2: вектора гг, который своимф концомь опредфляеть 
Тамильтоновъ центрь данной системы (8 96). Для ‘этого изъ равенетвь 
(169) составивеь: 


МВ. — М.В, (Вр -- В, — ВВ, рав.) =0. 
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Введя сюда члены „Я, — ж В? и принивъ во внимаше форыуду (211), 
найдемь для зе, а тажие аналогично х ДЯЯ ус и 2е олфдующя выраженн: 


з. 
= РЕ ‚ (212) 
с РЕЖ Му ЛМ 
д. 


Эти зналитичесыя формулы согласуются съ вевторальною форыу- 
лою (207) . 

103. Приведене системы опредфленныхь векторовъ къ тремъ вза- 
иино-перпендикулярнымь векторамъ. Разлагая каждый изъ данныхь век- 
форовъ по направлелямь трохь ортовъ, мы получаемь три снетемы 
параллельных векторовь (Х), (У), (7): каждая изъ нихь можеть быть 
привелена тъ одному вектору сь опредфленпьмь началомъь по фор- 
муяЪ (151), въ которой мы пришии въ $ 97. Для системы (Х) имфемъ: 


‚_ Ух УХ 
= ух тв. (213) 
Полагая 
теле у.) Рек (214) 


и подставияя 


Ух Ури рав = 
находимь для Го, а также аналогично для г." и г;", центровъ систевгъ 
{У) и (2) сябдующия формулы: 

Вл: = Узх, Ве = МХ, Вы = УХ, 
Ви УеЕ, Вау, Пи’ лу, = (5) 
Вл" = Уж, Вне" = У, Ве" = Зе. 


Ух УЕ, 
г 


Нриложещя и упражнешя. 


104. Приложеня въ стати твердаго тьла. Вее сказаниое въ этой 
главЪ объ опредфлециыхь новторахъ лаходить свое главное приложеню 
въ тЬхь вопровахъ статики твердато тёла, гдф предполагается, что 
точка приложеня силы не можеть быть переносима по направлению 
ХВйствы силы. Не вдаваясь въ развиме этихъ вопросовь, сдЪлаемь 
тольго обзоръ главнёйшихь результатовъ этой главы въ примфнени 
къ тавимь силамь. Такая сила опредёляется двумя вевторами, ци ш, 
силы и ел момента, и скаляромь у, вираломъ силы. 
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Система силь приводится къ равнодВйствующей силф В (общий 
зекторт), въ равнодёйствующей. пар съ моментомь М (общй момент), 
и кромё того требуетъь для своего полнаго опредфлевя еще знаны 
общато вирала 7. Если за центр» призеденя принимается Гамнльто- 
нова точка, то вифалъ силь исчезаетъ. . 

ДзВ системы силъ эквивалентны, если при какомъ-нибудь центр» 
приведеня геометрически равны ихъ развнодёйствующу и моменты ихъ 
раввод®йствующихь паръ и если равны нхъ обще вирлы. Шохоб- 
нымъ же образом могуть быть формулированы и иныя условя экви- 
валентности согласно сказанному въ 8 100, а также условия равноввея 
согласно сказанному въ $ 99. 

Система, силь въ опредфлевными точками приложен!я эквивалентна 
тание тремъ силамъ, взаимно перпендикуяярнымь илк вообще имфю- 
щимъ три задавныхь не комплянарныхь направлеяя и приложеннымь 
въ трехъ опредфленныхь точкахъ. ° 

Стояшуя въ формулахь (215) 12 суммь играютъ важную роль въ 
учены объ астатичесвомъ равновф<{и твердаго тёла. Равенство 
нхъ нулю авляется при этомъ необходимымъ и достаточныме уеломемъ 
того, чтобы силы, приложенныя въ опредфленныхь точкахь твердаго 
тёла и сохраннющйя постоянно свои направлены и относительныя вели- 
чины, оставались ВЪ равнов8 и при всякомъ положени твердаго Бла. 


Упразвнова, 


36. Привеети спотему онаъ п. и», .-- п» съ опредфленными точками ирило- 
женя г, Г.,... Е» къ одной равнодёйствующей съ цачаломь въ данномь полюсё 0 
м 5Ъ тремъ паразеь, плечи хоторыхь быши бы геометрически раввы тремъ даи- 
нымъ ве компаянарнымь веклорамт п, а., а. Рлтен1е. Перенеся точу прило- 
женя каждой силы въ точку О, мы получвемь равнодЪйствующую 


в=Ув 
©5 началомт въ этой точк? п равнодзйствующую пару, моменть и вирлаль воторой 
мМ—=Угха, Р=ЖЕ. и. 


Камкдый нзъ полярныхь векторовь точекь приложешл раззожинт по тремъ даннымъ: 


т, =, па, Рип (216) 
тогда, 
М= а, х 0) + Хх + (&Х 0), (217) 
У=а. +в. 0... 0,, (218) 
ТАЁ 
0, =Ум, .=Ужа, 0, = Ума. (219) 


Отаёльные члены въ формулахь (217) и (218) суть моменты и виралы парт съ 
даннымв плечамь, а формулы (219) опредёаяють силы этихъ паръ. 
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37. Частное приложене предыдущей задачи. Пусть будуть «== а. =} я. =К 
хоордиватные орты; тогда въ формунВ {216} = 2), эит=У», Из, буть во- 
ординаты точей (та). Если и данныя силы разложить по сорта»: 


м = ХА, 
то мы вайдемь 
5, = жх + ет Уши, 
0, = Зух +5 ЗЗух + КХур, 
3, = УХ + Хехе. 


Отеюда мы видных, кокос механическое значеше имфють суммы, стознул въ` 
формулах (215): вто скаляры въ раздожеши по ортамт ‘сить тбхъ трехь парт, 
хоторыл получатся, еслн въ привекенрт, резсмотрьнному, въ задал5 86, за ихечи 
ларт, принять орты, 

38. Центральная плосность сиссены опредфленныхь векторовъ. Плосвосяь, содер- 
жащан точки №", хе”, Кс" (6 103), называется пептральною плоскоетью снотены 
(Мтёше, МЫ ие). Покожемь, что центр параллельныхь опредфлениыхь звекто- 
ровъ, ноторые получаютея, есяп векторы какой-нибудь сетемы проежтировать на 
хавое-нибудь ноправзоне, ложить въ этой плоскости. Пусзь будетъ 5 орь задан- 
паго нанравлешя, а—полярный векторъ искомахо центра. По аналоги еъ форму- 
лото (218) имфем: 


Ука. в 
=", (220) 
Отеюдь, положивъ 
ви Ра, 
находимь: 
Уж.) _ 5.20 (6. 0УзХх-- Е ДУ Е (в-ЮЖий 
ЕЕ ЩЕ с Е.Е 


и нодобныя же выражения дия 4: п 2;; но но формулалуь (235), если еще означить: 


220 _, 1-0. 8.6 -Ю 
Е.Е ый В.Е 


(221) 


находимь: 
д, = Але! -- Ара" Але", 
У: = Ане’ 4 Ау" - Ауе", (222) 
да Або" Арье" + Але", 


Уравнене центральной плоскости: 


1 
2, 9’, #' 1 
ой, фей, ве" 1 
дет, фо, вет 1 


(228) 


Чтобы видфть, чго на основанйт извфотвыхь свойствь опредёлителей, коорди- 


п. Соловъ-— Вегторюльвый энадвак, т 
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маты 2, У. А этому уравненио удовлетворлють, нужно еще приплть во випмае 
свойство выравенй (291): 


5. (В и В 
4,4, А, Е АЕ 


г.в 


вляя въ первой отрок опредфлимеля (923) выфето перемёнкыхь кооряи- 
наль выражешил (292} и выфето единицы А»-- А, -- А., мы увьдемъ, что опре- 
дЬлитель разлагается па сухиу опредфзителей, у которыхь, въ каждомь двё строки 
одинаковых. 

Другое доказательетво, чисто вертормальное, см. въ злазЪ У, упр. 42. 


ГЛАВА \. 


Вектотальныя уравневя и ихъ приложеня въ теометрии. 
Общыя понях и. 


105. Поняте о венторальныхъ уравненяхъ. Вектомальнымь уравне- 
эемъ называется такое уравнене, которое содержить въ себ и ска- 
ляры и вевторы; ров е вектомальныхь уравненЕ состонть въ том, 
чтобы опредзлять изъ нихъ немзввстные или скажяры или‘ вевторы. 
Вслкое векторальное уравнеяе замфияеть собою одно или нфеколько 
алгебраическихь, т.-6. содержащихь только скаляры, и всякое алгебра- 
‘уческое уравнене. можеть быть, въ елучаЪ надобности, ‘написано 35 
зекторальной формф: напримврь, венёй скалярь можеть быть пред- 
хтавлень въ видф геометрическаго произнеденя хвуххь векторовъ, & 
труцра двухъ или трехъ скалировъ можеть быть разоматриваема“ накъ 
трупва скалировь при ‘разложены нфъотораго вектора по двум или 
тремь дапнымь. Для поясневя замётимь наприиврь, что ‘всякое ана- 
литическое уравнеше, связывающее Декартовы координаты х, у, &, мо- 
кетъ быть сладующимуь образомь представлено иъ вехторальномъ вид»: 
евли т есть полярный вевторь точки (х, у, =), то 


д=т.1, у=г.], #=Е.Е, {224) 


и эти выражен и могуть быть подставлены въ данное уравнене. 

Конечно не всякое алгебраическое уравнеше выгодно предста- 
вулть в» векторальной форм; но. есть миого случаезъ, въ особеяности 
въ геометрическикь вопросахъ, гдё вто предотавхяеть преимущеетва, 
10 своей тёеной евязи съ сущностью самаго ‘вопрова; по евоей вагляд- 
‘ности и по своей краткости. `Превхе всего это относится въ линей- 
вишь уравненямъ, которыми мы си будещь главным образомъ дальше 
залиматься. 

Векторы, входииуе пъ ‘воктормельныя уравнения, мы будешь пред- 
полагать свободными. Мы можемь этимъ ограничиться потому, что 


5 


7 
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передвижной и опредёленный векторы могуть быть, какъ мы знаемъ, 
выражены помощью двухъ свободныхь. 

Ограничимея пока уравненями съ однимь неизвфетнымх век- 
тором. 

Уравненя моруть быть или ралональнаго или транецендентнато 
вида; мы буденъ разсматривать уравнен]я только перваго вида. Наи- 
высшее число изиврешй, въ которомь входить неизвфетный векторъ. 
мы будемъ называть порядком уравнешя. Уравнешя перваго по- 
рядка будуть вазывалься также линейными. 

Каждое ращональное уравнен!е какого-либо порядка состоить изъ. 
ноколькихь членов, которые могуть содержать неизвфотный векторь. 
въ различныхь комбинащяхь съ другими, данными векторами м съ 
самимъ собою, а тавжке съ различными скалярными выражевями. Въ 
результат такихь комбиващи можеть получитвея или скаляръ или 
векторъ. Понятно, что вс члены уравнен!я могутъ быть или 
только скалярами или только векторани: ве противномъ случа 
мы имли бы равенство между векторами и скалярами, что нротиво- 
рёчило бы основному понятно о вектор. 


106. Два вида линейныхь венторальныхь уравненм. Сообразно со 
сказаннымь выше, линейныя векторальныя уравнешя распадаются на 
два класса: на уравкешя скалярно-вектор!альныя и на уравкеня 
чисто вехтор!альныя. Для краткости мы будемь ихъ называть 
просто скалярнымя и зекторальными, 

Уразнен!е будеть скалярнымъ, если каждый членъ его есть 
съаляръ, который при этомь можеть или содержать неизвестный век- 
торъ и въ первомв измёреши или вовсе’ его не содержать. Тажово, 
напримёръ, уравнен: 


вх вд- ие а-Рех и.й Хаит. 


тд в, в, @/т данные векторы, & т, ‘р данные скаляры, а и 
искомый векторь. 

Уравнене будеть чисто векторйальнымь, если каждый членъ 
его представляеть собою вевторъ; напримвръ: 


ше хи) и.о яд. дь-ьх @ Хи) Ех 


Понятно, что если тая уравненя должны ныть геометричесвай 
емыелъ, то они должны удовлетворять завону однородности; & для этого 
входящие туда данвые элементы должны обладать соотвфтотвеннымь 
чиеломь ивмфрен!, положительныит, отрицательнымь или нулевым, 
лакъ чтобы ве члены уравнен!я предотавхяли собою элементы одивахо- 
ваго изыёреня. 
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Взаниные векторы. 


107. Вектеры, взаимные тремъ даннымъ. Пусть будуть а, Ъ, © три 
не комплянарныхь вектора. Составим векторы 


&#=Ъ®хо), И=Уеха, 9=ЪахЪ, (295) 


ТА 
Р=в.ь Хе=Ь.0 Ха=с.аХ В; {296) 


вевторы а’, №’, 6’ мы будемь называть некторами, взаимныии по 
отвошен!ю къ векторамъ а, , с. Изь понят Яя о вектор!альноме про- 
изведени слёдуетт, что векторы (225) соотвфтотвенно перпенцикуляряы 
къ векторамъ Бис, снааиъ. 

Если векторы а, Ъ, в не комплинарны, то и взаимные векторы ие 
хомплянарны. ДФйствительно, векторы а’и №’ перпендикулярны въ век- 
зору с; евли бы вектор в’ быль параллелень плоскости векторовъ а 
и Ъ, то онъ тоже быль-бы цериендикулярень въ вектору 0; но это 
невозможно; тажъ какъ векторь 6’ перпендикуларенъ къ плоекости вев- 
торовъ в н Ъ, которой векторъ в, согласно предположенйю, не парал- 
„леленъ. ° 

Поляте о взаимныхъ векторахь вытекаеть изъ слёдующихь раз- 
<ужденй. Мы знаемъ, что веяЕШ векторф и можеть быть разложенъ 
но тремь данвымь вевторамь &, №, е, не компяянарнымь: 


= жа -РыВ-Ги.5. {927 


Скалары д, 1, и, Этого разложеня могуть быть найдены схёдующимь 
образоме. Умноживь об части этого равенства геометрически на 
фЖеи принявъ во внимане, что 


Ъ.5Же=0, в Хе= 


находимь уравненёе ххя опредёлеЕя и: 
п. Же=а. 5 Х в. 


Подобнымъ-же образомь, умножая равенство (227) геометрически на 
сЖаи на в Х}, получаемв аналогичныя формулы для: и и. 
Итакъ инвемъ: 


в. Же _. . и. ха 
в. Же 


я.ах 
ах ь 1.0. 


кл 


Мы видимь, что векторы, взаимные систем вевторовъ а, В, в, 
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входять въ выражен!е скаляровъ при разложени ланпато 
вектора по этой систем$. Формула (237) нуивимаеть вид: 


я = (а. в)а (а, 5) (и, 06. {228) 


зекторъ можеть быть разхожень и по вехторамь взаимной 
системы; потому-что, казъ было выше замёчено, если векторы а, В, е 
не комплянарвы, то и взаниные съ ними векторы а’, №. 6’ не комиля- 
нарны. Найдемъ скаляры этого разложения: 

ааа не". 
Можно напивать по формуламъ (225): 


Раны Же-- ив Жараахь; 


умножить обф части этого разенетва поочередно на а, В, с п принявъ 
во внимане, зто скаллрно-вевторальныя пронзведещя съ двумя равными 
множителями равны нулю, находимъ: 


Ч’ =1.а, 4% ==1.6, 3 =.6; 
ТакЪ что 


ла= (в. а)а’ -|- (а. Ъ)Ы -- (и. 06. (339) 


108. Небходиныя и достаточныя условия взаимноети двухъ троенъ 
векторовъ (а, №, в} и (а, Ъ', ©’). Формулы (295) и (296) показывалоть, 
что еели эты векторы взаммны. то 


(230} 
0, в. —0, в. =0, (231) 


а.’ =0, а.с’ =0, 


Чтобы показать, что эти, условя взаимности нетолько необходимы но 
и достаточны, предположимт, что &', \, ©’ не взвимны съ в, Ъ, ©, но 
что другая система, 8”, Ъ", с” взаймва съ предыдущими вектореми; 
тогда по формул (229) можно написать: 


а’ == (а. ада” Е (а №) | (27. 6)6", 
Ува’ Лу". 0е", 


а = (ада -- (в. 5)" (©. с)6”- 


А по условямь (280) и {231) это даетъ: 
аа, М, во", 


т.-е. другой взаимной системы кромв той, которая удовлетворяеть 
уеломямъ (230) и (281), быть не можеть. * 
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Изъ симиетричности этихь условй сллуеть непосредственно, что 
если система &, Ъ', в’ взанмна относительно а, Ъ, в, то и обратно, си- 
отема а, №, в взаимна относительно д’, №’, 6’. 

Формулы (46) и (47) повазывалотъ, что система взаимно перлея- 
дикулярныхь ортозъ 1 }, К сама себЪ взанмиа; поэтому-то раз- 
ложеше вектора по ортамъ и проще веякаго другого. Формулы (53} 
предетавляють собою частный видъ формулъ (298) и (229). 


109, Опредблеше скаляровъ изъ венторальныхь уравненй. Холи даны 
уравненя скалярно-вектор!альных (8 106), а неизвфетными являются 
скаляры, то рёшен!е состонть въ опредфлешя ноизвветныхь изъ ви- 
стемы -алгебраическихь уралкен!, на этом намъ нётъ надобности оста- 
навливальеи, Положимъ, что даны чисто-вектор!альных уравневя съ 
неизв®етвыми скаяярами. Основной пмемь для ихъ рёшеня соетоить 
въ томъ, что эти уразнешя превразирлюзея въ скаляриыя геометриче- 
скимь умножешемь вофхь ихъ членовъ на извзетные векторы. По 
отношению въ одному векторальному уравненио это у нась уже при- 
уиялось, а ищенно при опредфлени скаляровь в5 уравнении (227). 
Понятио, что вообще говоря одно чисто вектор! альное уравнен!е, 
замвняя собою три алгебраическихь, ножеть служить для опредф- 
лен! трехъ‘неизвВотныхь сваляровь. Если же чноло неизавот- 
выхъ скаляровъ менфе трехъ, то сто показываеть, что входящие въ 
уравнене известные векторы связаны между собою. нёкоторыми. уело- 
вями. Если дано нфеколько чисто-векторальныхь уравномй съ неиз- 
вфетными скалярами, то число послфднихъ зъ общемъ случа должно 
быть въ тры раза больше числа уравнен!й; и число нензвёотныхь мо- 
жетъ быть меныме только въ томь случай, если существують нёкоторыя 
уелошя, связывающёя извфетныя векторы. . 

Не развивал полробнфе этих вопроеовъ, замфтимь только, что` 
здфеь могуть быть везьма нолезны взаимные векторы, упрошая р®итеше, 
хакъ это мы видфли уне при рфшен!и. уравненн (227); но можно обхо- 
диться и безъ нихъ. Для примфра опредёлимъ з, у, 2 изъ елфдующато 
уравнекя: 


ау =р. 


Возьмешь три произвольвыхь не комплянарныхь вектора 1, г, 8 и умно- 
жимъ поочередно на нихъ 06% части уравнешия; это и даеть три скаляр- 
пыхъ уравнешия для опредвленм неизвЪетныхь я, у, 2: 


25-4 9.4 26.4 =. 
да.х --уБ.г-|- 26.г==р.т, 
за. в--уЪ.в -|- 20.8 = р.8. 
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Скалярно-вехторальных уравненл перваго норлдка съ однимт 
неизвфотиыить, зеторомт.. 


110. Приведенте сналярно-вектортальнаго уравненя къ простьйшену виду. 
Всякое скалярно-векторальное уравнене перзато порядка, съ неизввст- 
нымъ вевторохгъ и можеть быть приведено въ виду: 


5.1 =. - (232) 


Для этото зазетнагь, что всявй членъ такого уравненйя есть или изаЪет- 
вый скаляръ или геометрическое произведене извфотнато вевтора на 
неизвёстный или окалярно-векторальное произведеше трехъ вехторовъ, 
изъ которыхъ одинъ неизвёстный, или скалярное произведен!е бажве 
сложное, которое можеть быть приведено къ предыдущимь. Принимая 
зо внимане, Что скадярно-векторальное произведене хрехь векторовъ 
всегда можеть быть преобразовано такъ, чтобы неизьфетный векторъ 
входиль въ видф геометрическаго (а не вевторюльнаго) множителя 
{8 46), мы мовемъ во всфхь членахъ уравненя взлть неизввстный 
вевторь за скобкн реометрическихь хножителемъ, Перенесл посл 
этого всф нзвфотные члены въ друтую часть уравневя, мы и ириведемъ 
его къ виду (232). Покажемь это на елфдующемь прим р: 


(пап) ф--е).&-- о --Е--(е.В--е.вх -Нфх в). а хо. 
Здвсь 


(8. а-- = --о.а--о--9.в 
5-Х а=ЕЖИН.а 
(хо. Хх0=фх®Хгьи; 


поэтому получаемъ: 


т.п -- (--6).а-- 8 ЖВ.1-- ФХУ Х г. = — (--0).4—#— 6.1, 
[ма Ро -- Е ХЮ--ФхХО ха =р— (0-9). —Б—в.Ё 


что соотв#тетвуеть виду (232). 
Уралнеше (232) можно еще упростить, разд®ливъ об его части 
на скалярь 4 и положивь 


1 . 9 
—5—=8; 233 
а (233) 
тогда оно иринимаеть виль: 
8.1 =1 (234) 


Преимущественно въ такомъ видё мы и будемь имъ пользовальея въ 
приложеняхь къ геометри (8 121 и сл5д.). 
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111. Геометрическое значеше сналярно-векторальнаго уравнены. Это 
уравнене, приведенное въ виду (232), можно такъ нанисать: 


3605(5, \)=- 


Е (235) 


Будемъ вов векторы п, удовлетворяющие этому условию, проводить изъ 
полюса 0; проведя въ разетоянми р отъ этой точки илоскость, периен- 
дивулярную къ вектору в, съ той сторояы 
оть точки О, куда этотъ венторъ направлен, 
мы зидимъ, что концы вебхь вокторовь и, 
удовлетворяющихь данному уравневно, нахо- 
дятся въ этой плоевости. Итакь, скалярно- 
зектор!альное уравкен:е перваго по- 
рядка опредёляетв собою плоскость. 
Оно можеть быть разематриваемо хакъ „ура- 
зневе плоскости“. И дёНетвительно, не трудно . 
замфтить, что оно представляет собою векзо- 
рельную форму уравненя плоскости, написан- Фиг. 39. 
нато въ Декартовыхь коордивалажь: ` 


Аз -- Ву-- + Ь 


если только разоматривать 2, у, 2 какъ сваляры въ разложени” по ор- 
тамь вектора и, а 4, В, С какъ скаляры въ разложени по тВмъ же 
ортамь вектора 8. 


112. Опредёлеше вектора изъ трехъ сналярныхь уравненй. Изъ пре- 
дыдущахо мы зидимъ, что одно скалярное уразненеещевектора не 
онредвляетт: для его опредзлен{я необходимо имёть три ска- 
ларныхт уравнен{я; тогда зекторь опредёляется тВмъ, что его конець 
лежитъ въ точьё переефчешя трехв плоскостей. Одфлаемь теперь это 
хпредфлеще; для этого приведемъ прежде всего гри данныхъ уравнешя 
къ виду: 

2-6 =9, В-==9, 6-0=4,. {236) 


Пусть будуть &, №', ©’ векторы, взаимные съ векторами а, Ъ, ©; они 
могугь быть найдены по формуламъ (225) и (226). Послё этого фор- 
мула (229) даеть: 


и == (в. п)" (В. (©. пе’ (237) 
или по уравненямь (236): 
и=4' --5'-- 4,9. (238) 


Понятно, что это р8шен!е возможно только тогда, когда векторы а, №, 6 
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не комплянарны, т.-в. когда плоскоети, опрехёляемия данными уравие- 
ями, пересфкаются не по параллельнымь прамымт. 

РЬшен!е получаеть болфе простой вихъ, если уравнешя заданы 
въ. форыВ (284): 


е-п = 


тогда 
и=я-Ну-Н о. {239} 


7113. Другой способъ рёшешя трехъ скалярныхъ уравненй, Уразненя 
{236) можно рёптить, и не: вводя понятия о взаимныхь векторах. 00- 
единля второе и третю, а потомъ. трет!е и первое изъ дамныхо уравне 
и, можно составить сабдуюнн условия: - 


((:в—95) п==0, (4. — 9,6). 


откуда видпо, что векторъ и перпендикулярень кт векторамь 9,6—9:Ъ 
и 45а — 4:6, а слёдоволельно параллеленъ веклорщльному ироизведенно 
послднихь, т.е, 

ия (4ь6 — 059) Х (:а — 9,0). 


Коэффищенть в можно опредфлить по одному изь трехк данныхь 
уравненй, напримбрь по первому: 


в= ООО 
2.(0:6 — 0:0) Х (ва — 6:6) 


н мы находимь овончательно 


9:90 — 921 Х (@ла — @,0) 
Я. (946 — 4:6) Х @@ — 6,6)" 


(240) 


Упраженене. 
33. Показаль тождество выражен (238) и (240). 


4. Случаи неопредфденности ршенй скалярныхъ уравнений. Уравне- 
вая (236) не дають для. и опредфленнато рёшешя, когда векторы а, 
\Ъ, с компаяпарны; & имено, такъ какъ эги векторы пернендикулярны 
въ соотвфтетвенкымь плосвостямт, то теперь дин пересфченя трехъ 
плоскостей между собою параллельны и точка ихъ пересфченя нахо- 
дитон въ безконечности. И дфйсяьичельно, формула (238) даеть теперь 
для п безвонечность, такъ кахь въ фориулехь (225) теперь РО (8 46). 

Если всф три илоскости (236) переебкаются ло одной прямой, то 
для ц получается неовредёленное рёлтене; потому что вся зенторъ, 
имвющЙ своимъ конпомъ точку на лини пересфчен!я плоскостей, удо- 
Злетворяеть даннымь уравнешныь. 
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Услащя, которымъ ‘должны удовлетворять уравневя (236) для 
того, чтобы опредфаяемыя ими плоскости переефканиек по параллель“ 
зыиъ изи по одной ирямой, будуть разомотрёвы ниже (упр. 46 и 47). 

Два скалярно-вехторальных уразнешя не дають для и опредё- 
леннаго р»теня: конещь этого вектора можеть лежать тлф угодно на 
лини пересёченя’ плоскостей, опредзляемыхь каждымт. изъ уравнешй 
въ отдьльноети. Шоэтому можно сказать, что два скадярно-венто- 
таальныхь уравнен]я опредфляють прямую лин!0. Этоть во- 
просъ тфено связанъ еъ вопросомъ о коорхиналахъ прямой лини и бу- 
деть раземотр®нъ ниже подробн%е.. (88: 123—125). 


Чисто-векторальныя. уравиешя нерваго ‘порядка ек одним 
неизвфетнимь вехторонъ. 


115. Приведен ихъ къ нормальному виду. Всякое зисто-везторальное 
уравнене первато порядкя можеть быть приведено кт, вид; 


(в. ЦА. 08 + (6.0)6 =, (241) 


гдё А, В, 6, 0, а, Ъ, с извфотные векторы. Чтобы это показать, раз- 
берегь, каше члены можеть вообще содеривать вехторальное уравнене 
перваго порядка. 1) Неизафотный векторЪ и можеть стоять непосред- 
ственно, умноженный па нёноторый екаляръ (на), 2) и можеть входить 
въ геометрическохгь произведени съ другимъ, известным векторомъ, 
причемъ это увометрическое произведенще, будучи скаляромь, должно 
служить множителемь при н®которомъ извВстномь векторё [(#-п)р]; 
3} п можеть входить множателемв нфвоторато векторальнато произве- 
дева (ВХ п):- 4) п можеть’ входить множителемъ нфкоторато болёе 
сложнато произведешя, наприм$рь: ах®хи) ажщх (юХ о, 
(&.ЪХ 1); 5) наконец въ уравнены могуть стоять извёстные векто- 
Пальные члены, лоторые могуть быть сложены въ одну геометрическую 
сухиу 0. Евли принять во вниманю, что вевтомальныя произведеня 
тройныя и выстихъ порядковъ приводятен въ проетымъ произведеняыь 
вида В Жи или (5.п)р, то можно причнть. за самый обнйй лидв век- 
торшльнаго уравненя олёдующЕЁ 


на -- вр иж =. ° . (243) 


Здесь во второмъ и третьехь чденахь можно было бы поставить еще 
свалярвые множители; но пхъ можно считать включенными въ выра- 
вен извфетныхь зекторовъ. Выберемъ три произвольных» не компля- 
нарныть вовтора а, №, с, которые въ частности могуть быть н ортами, 
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и пусть будуть а’, №, ©’ векхоры, имь взаимные. По формул (229) 
можно написать: 


ия — я(а па’ -|- (6. пу’ -1- (с. п)е7 (243) 
В Жи ВХ [(&. 0) - ®,щь' -|- (©. 1)0'] 
=(®.п)(ВХ в) -- №.) Х Ъ)) -- ©. п) Х о). (244) 


Разлагая векторъ 5 по векторамъ а, Ъ, с, напишемь: 


Е — а-я Ре, 
5.0 у (а. 9,(6. и) 9..1), 
(в. Пр=у: (в. пр. р +9. р. (245) 


Свладызая вырашевя (248), (244) и (245), мы и приводимъ уравне- 
не (242) къ виду (241), причеюь 


А= а -уф-Е® Ха), 


В=иу -ор--®хЪ), 
бы=яе Рор-- (их) 


116. Ршене векторальнаго уравненя. Пусть будуть А’, В', 0’ век- 
торы, взаимные съ векторами А, В, 6. Умножижъ теометричееви уравне- 
не (241) поочередно на А’, В’, 0'’и примемь во внимаше свойства 
взаимности (230). м (231): мы получимъ тогда ° 


&.1—0.4, Ъ.ц=0.В, с.1=0.0' (846) 


но по формул (229} 
и — (&.0)2’-- (6.п)5’--@.ще, 


куда и можно подотазить выражения (246). Это и даетъ рёвене пред- 
ложеннаго уравнения: 


1=(0.4)--®. ВФ. 6)е. (247) 


Мы видим, что вообще говоря однимъ вокторальнымь уравне- 
н1емьъ свободный векторъ внолнв опредёляется. 

117. Случай неопредфленности рёщеня векторальнаго уравнены, Есть 
одинъ простой но очень важный случай, когда чисто векторальное 
уравнен!е не даетъ вполн% опредфленнато рёшеня; эхо относитол къ 
уравненйо 

м Жа=Ъ. (248) 


ЭЗдфеь можно и разематривать какъ нолярный векторь начала вектора 
а, а 6 какъ моменть поелёдияго. Мы знаемъ, что при передвигани 
вектора вдоль самого себя ого момекть не измфняется; тажъ-что при 
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постоянныхь & и В векторь п можеть имфть различныя геометрическя 
значення. И дфйствительно, мы уже знаемъ (8 43), что векторальное 
произведение не изифнитсл, если шъь одному изъ его множителей при- 
бавить геометрически векторт, параллельный другому множителю; по- 
этому, если и удовлетворнеть уравнению (248), то ему удовлетворяеть 
Я такое рёшен]е: 

и —и-р а (249) 


при какомъ угодно значенш ». Изъ возможныхь рёмен! опредёлимъ 
то рёшене п, которое перпендикулярно кз &. Мы имфемъ: 


1. Ха=В, 


&х (и ха и, — (&. па =ах В; 


а такь навъ а. 0 =0, 30 отеюда 
1 
щ—-я@ЖЬ). 
Общее рётеяде уравнешя (248) но формул% (249) будеть: 
1—3: риа. (950) 


118. Приложеше предыдущаго къ вопросу о передвижномь и объ 
опредфленномъ векторахъ. Мы знаемь, что передвижной вевторъ 
опредфляется его геометризескимь значенень п и его моментомъ т, 
причемъь полярный вевторь х его начала остается невполнз опред*- 
леннымъ вехфдетве возможности передвигать начало по прямой веЕтора. 
Пусть давы и и щ; требуется опредфлить г. Для этого нужно рёшить. 
`уравнен!е: 

тХа=м; 


приложим» формулу (250), перемВнявъ тамъ и нах, в на ии Ь на ш: 


1 


т= 


ча (@Х ш) | п. {251} 

Опредёленный векторъ задается тремя злемектами: 1, ши 
вирелонь ©. Найдемъ полярный векторъь г его начала. Для этого. 
нужно только опредфлить коэффищенть ® въ формул (251), пользуясь 
выраженемъь вираха: о-—х.и. Умножая теометрически ка и обё 
части равенства (251) и прикимая во внимане, что в Х ш.и==0, 


находныь; 
р 


вия 


и поэтому . 
= = [@ Х ш) -- 99]. (252) 


— 110 — 


Сраляуния и пекторальных уравнешы первало порядка 
©х изекольвини нензвфетиыни веокторани. 


113, Скаларныя уравнешя съ нфекольними неизвестными векторами. 
Члены такото уравненя могуть содержать или отд®львые иеизифолные 
векторы или н®сколькно неизвфетныхь векторов вубветЪ; въ поелфднемь 
случаВ эти векторы могуть входить только въ вндб геометрическихь 
‚влатавынхь, а тогда каждый такой члевь можеть быть разбить на 
сумир ифекольвихь членовъ, изъ которыхъ каждый содержнть только 
одинь неизвфохный вевторъ. Поэтому скалярное уравнене перваго ио- 
фядка 0 ифекольвими пеизязетными венторами п, т, \, ... веегда мо- 
жеть быть призедено хр олфдующену виду: 


ва Ву -Не. р... = 


Изъ соображенй, приведенныхь въ $ 112, видно, что для опредвлен- 
ности рёшенн. сисчемы таких уравнейй число ихь должно быть 
зтров больше чнела неизвфотныхь, причемъ каждый изъ нензрфетныхь 
зевторовь долщень входить по крайней мЪрЪ ль три уравнениг. Спо- 
<обы рмеши мотуть быть различны; не влазалеь въ ихъ изучеше, 
поважемь только. для примфра рёшеве месть уравневйй съ двузл. 
нензвфотными векторами: 


а. и, =, 
в. п -- №, -9=9., 


а. а--Ъ,- 


Ограничимся общимь предположенемь, что в0% уравненя поляия, т.-е. 
зто они вс содержайь оба неизьфотныхь вектора. Первыя три ура- 
зненя напишемьъ въ такомъ вид: 


о-в. 1, 
Та, 1, 
= — а, 41, 


и примфнимь мъ нимь общую форму рамезя трехь сцалярныхь ура- 
вненй (238). Если №; №’,, №, векторы, взаимные съ №,, Ь., Ъ., то 
получаемъ: 


= (а, —а, 6 -- Ч, — №. (9, — 2, Пу. (254) 


Уодетавляя это ршеше въ посяфкшя три уразневи (253), мы полу- 
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чаемъ три скалярныхь уравцеюйл для опредФленя п. Раземотримь 
первое изъ нихъ: 


а, 1-9, — а, В, -- (5 — ВУ Ъ, (4, а, лу. Ъ, 9, 


оно. приводится къ виду 
3.0 =, (255) 
тв 
8—5, — №, а, — У, — (6 „Ва., 
= 9.6) — г.в: — а.) 


Остальныя два уразнешя преобразовываются танимв ме образомъ, а 
потомъ къ тремъ уразнещямь вида (255) можно прныфнить фориулу 
{238}. Зная п, мы кайдемь по формулВ (254) и векторъ т. 

120. Чисто-венторальныя уравнейя перваго порядна съ нфенолькими 
кеизаъетными венторани. То, что сказано въ начал $ 19 о сваларныхь 
уравнещяхь, отноентся и къ зокторфальнымь. Вевторальное уравнене 
можеть быть приведено въ такому зиху, Что. каждый членф его будетъ 
содержать только одинъ изъ неизвЪетныхь векторовъ; послф этого по 
енособу, указанному въ 8 115, оно можеть быть приведено къ сл$дую- 
щшему нормальному виду: 


(еда дв, ©.400, 
Репа ОВЬ 6-5)0, 


Для опредВленноети рёшешя системы такихь уравневй число ихъ 
должно быль равно числу неизвфетныхь векторовъ ($ 116), если исклю- 
чить особые случан, подобные тому, который раземотрёнь въ 8 17. 

Для прямфра рёщивмь два уравнены съ двумя неизвфстнымн зек- 
хорами: 


ВАО Ве лба ибо, (956) 
(а А, В, (6.0)0,-| (а.7)0.-- ЕН (8.6, (257) 


Иуеть будуть Оу, Е, Р,' зевторы, взаимные съ векторами 0,, В, Е. 
Унпожая на нихъ геометрически послфдовачельно ураввеше (256) и 
принимая во знимае свойства взаимности, находимь: 


в.т=0,.0/— (а.пХА, .0,) — (5.4), -0,/) — (@©.)6, .0°), 
Ъ.т==6,.Е/— (а щ(А,. В) — ® В, Е) — (6-40, .В,7, 
ет=@,.Е/— (в. а(А,. Е) вв, В) — (в 06,. 9). 


Изъ отихь трехь бкалярныхь уравнен!й можно опредфлить вевторт у; 
& подотавивь ето въ уравнене (257), мы получимъь для опредфленя 
вевтора, и векторальное уравнене, которое приводится къ нормальному 
виду способомь, указанныхь въ $ 15. 
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Ирилозжнене вевторальныхь уравненй нь рфшеню ифхоторыхь 
воиросовъ геометр!к и упражнения. 


121. Уравнеме точни. Если въ уравнеши 
5-Е ==1, (258) 


з данный векторъ, а т ползрный перемвнный векторъ, то это уравнене, 
хакъ мы видли (8 1}, опредфхяеть собою плоскость, перпендивуляр- 
ную въ вектору в и отетоящую отъ полюса ва разстояни 1/5. Вулемь 
въ этомь уравнен и, наобороть, г считать постонинымь, а 5 перемфн- 
ным»; тогда это уравнене можно лазвать уравненемъ точки. Эта, 
точка является при этом общею точкою пересфченя плоскостей (258), 
соотвфтетвующихь различныхь значенльь зехторельнаго параметра 5. 

Въ этой двоякой точЕВ зрёвя ва уравнене (258) заключается 
теометрическая форма той двойственности въ аналитичеекой геометрие, 
по которой 10 же самое уравиене 


ав уе =1 


можеть быть раземетризаемо и какъ уравнен!е плоскоети, при постоян- 
ныхъ п, 6, с и перемфнныхь координатах точки (х, у, #), и какь. 
уравконе точки, при постоянвыхь 2, у, е и неремфнныхь вараметрахь 
а, 8, с плоскости. Эта двойственность есть частная форма двойствен- 
зало представлен самаго пространства, хоторое можно быть раземате 
риваемо илн Бань точечное или каз нлосвоетное; причемь всякая 
фигура одного пространства преобразовывзется въ фигуру другого иро- 
странства и всякой теоремЪ геометри одного пространства соотв\т- 
етвуетъ теорема геометрии. другого пространства. 

122. Ршеше нфкоторыхъ вопросовъ 9 точиБ и о плосности. Эти 
зопросы `предетавлены ниже въ вил упражненй; но замётимъ, что 
эВкоторые изъ нихъ будуть имзть приложеше въ схёдующей глав. 


Укражнешк. 
40. Составить уравнеже плосности, проходящей черезь три данныя точки г;; №, Е. 


Рьшен1е: Пусть будоть 
ЕТ (259) 


некомое уравнене. По деннымь условная: 


в. в. =1, 


Отеюла обтаетен опредфанть 3 и подставить въ уравнен:е (259). По формул (289) 
заходизь: 
[бе Ж ка) 5 (ть Х в) + (0 Хто] 


41. Решить ту же задачу по еп0собу 8 113. 


2 Ж та. 
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42. Доказать чисто венторальнымь способомъ свойство центральной 
игоскости, разохотубиное яъ упражнези 88, яъ улавё ТУ. РЬшен!е: Уравыев!® 
этой плоскосте 


фе вине д 


Нк то" ее ееко сте О те, = (980) 
ТАБ те’, т:", ть" мыбр впачоша, указания вз $ 103, Остаелол покаваль, что 
это уравнен!е удоваетворлегся, если вифето перемфниаго вевтора г подставить 
вевторь а, опредёднемый формулот (920), Ио формуяв (214) п ей анадотичнымь: 


„уе + ри НЕ По 


В.Е 


принимая во внима, 9то 


мы п вияиаьь, что уравнеше (360; удовлетворяется. 
43. Опредёлить уголь х между плоскостями 


‚ ». 


Отв ть: Векторы я; л 8; нмфють нанравлевня иормалей нъ плоскостямь; ноэтозгу 


6088 = 605 (в. 81) 


$15» 


Отсюда услове пароллельности явухъ плоскостей: 


=8.8:, 


а услове периендикулярноски: 


в. 


44. Опредёлить разовояы р данной точьи ЛЧ) от плоскости (259). Р%- 
шен!е: Опуствыь изъ Л’ периендикуларь 17^Р на плоскость п бухемь его раз- 
сматриваль кап векторь р съ началомь въ точк$ 
2М*; тогка лля конца 20:) экото вектора, пхфемт: 


п пю уравненно плоскости 
ВВ. р==1. 
Тажь накъ векторы $ и р параллельны, то 
зерне 2 зр, 


тд знажь завиешгь отв того, находятся ти чочки 
М ци 0О ю одву сторону плоскости или нФть. 


 тоюда Фиг. 40. 
рев 
з—. 
45. Опредфитть точку пересфченя трехь пзослостей: 
ЖЕН. ГЕ, В. Е51. (261) 


|. Сопавъ.— Воктаранаияй пиалиаъ. 8 
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Рфшен!е состонть въ опредфлени вектора г изь этнхь уравневй. По фор- 
муть (239) находизлиь: 


3..5 Хз 


(288) 


46. Написать услове, чтобы плоскости (261) быши параллельны одной пря- 
мой. Отв ть: Тознь, опредфняемая форыулою (262), находитея въ безконечностиу 
поэтому нокомое услове: ° 
(068) 


47. Написать усломи, чтобы топ паоскосия переебналясь по одной прямой. 
Отввту. Для этого усломе (268) тоже необходимо; во вь нему хууисоедпвяетси 
новое, основанное ня томт, ‘что вехторь Г въ формул (262) остается теперь ие- 
опредфленныну; нозтому и чисантель в той формун8 должевь быть равень нулю: 


{5 зы) + в Х в) + (Хз) 0, (254) 


48. Намвелль услозе, чтобы чеукре плосности 


Зет], ТЕТ 8. в, 


1 (265) 


пифли общую точку. Отзфть: Это уелове еводитоя въ дому, что векторь, онре- 
дёляемый формулою (262), должепь удовлетворлть четверхому лзъ данпыхь ура- 
внени: 


5. 


8 Хы 18: Х 5: — {266) 


Ха 


49. Провести плоскоеть Черезь данкую точку (=') п черезь лиййо пересв- 
чешя двухь даявыхь изосхостей: 


(267) 


Рёшея!е: Велвая плоеность, проходящая черезь линно нересёченя плослосчей 
{267), опредфаяетел уравпенемь: 


{ИЯ г) =0; (268) 
чтобы эта пдосвость проходила черезъ данцую точку (х“), должно быть: 


веер" =0. 


Опредфляя отсюда в и подставляя в5 (268), и получаемь требуемое уразнезие: 
{ых Пер. ег р =. 


50. Налисать уравнене плоскости, парахлельной хамной плоскости (959) и 
проходящей черезх данную хочку (!'). Рё шен!е; Всяная плоскость, параллельная 
данной, опредфаяетел урезнещемь: 


по второму ше условию 
зе =Й. 
ЗВычитая, и иаходимь требуемое уравнене: 


$. 50, 
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Лучевое и овевое прейставлене 0 прямой линк, 


123. Лучевые и осевые элементы, опредфляюще прямую линйо. Въ 
$ 65 прямая лини разсматривалаеь какъ передвижной вокторъ, а въ 
3 66 были указалы соотвфаежвукнщя этому коордихаты прямой лищи, 
“Основанемъ для этихъ понязй служило то представлене, что прямая 
линя опредЪляется двумя точками. Оъ этой точки зрёшя Плюкеръ 
называеть прямую „лучемь“ (ха), а ея координаты „лучевыни“. 
Другое, равноправное съ этнаеь предетавлене о прямой диви состоит 
въ томь, что опа разсматривается какь ливл пересёчещя двухЪ пло- 
скоетей; въ этомъ случаВ она вазываетея „осью“ (Ахе), а элементы, вв 
опредзлающ!е, ‚осевыми“, или „акс1альными“, Й координаты, со- 
отефтотрующия этому предстазленио, называются „акбальными #0- 
ординатами". 

Между лучевым» и осевымь предетлавлевем» прямой лини суще- 
ствуеть трерёйшая связь, вытекающая изъ общаго принципа, двойствен- 
ности вь геометрии (5 121). Чтобы ее установить, предположимь, что 
прямая лин задана двумя плоскостями 


(969) 


В.Т =1, 8.ЕГ 


и опредфлимь по этимъ даннымь лучевые элементы прямой, т.-е. век- 
торь и и его моменть, векторъ ш==гЖ и; причемь кокечно абсолют- 
ныя величины этихъ векторовъ не могуть быть найдены, потому ято 
прямая опредфялется передвижнымь векторомь произвольной длипы, 
Вевторь в, лежа въ каждой изъ плоскостей (269), пернендивуляренъ 
къ ихъ нормахамъ, напревленнымь пов; и 85; поэтому 


8 


=0, в, Ш==0. 


Этимъ опредёхнется ванравлеше вектора и; величина же его можеть 
быть взята произвольною. По свойству векторальнаго произведены, что 
оно перпендикулярно къ каждому изъ множителей, можемь принять 


#Ж8 . (270) 


ц 


и это есть простВйшее выражен!е вектора п во даннымь элементаме, 
удовлетворяющее вефиъ требуемнмъ условяму. 
Найдемъ теперь моменть этого вектора 


ШЕЕЕГЖи. 


Здесь г полярный зекторъ какой либо’ точки на лиюи пересёчешя 
плоскостей (269). Подставляя сюда выражене (970), пользуясь форму- 
8* 
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лою (99) для преобразован вокторяльно-вектомальнаго ироизледены 
н принимая во внимае условя (269), находнаеь: 


мг Ж (в, Х в) = (.5.)5, -— (.8,)8., 
в = 


— в. 


124. Осевыя координаты пряной лини. Формулы 


#==5 Ж8., щ==8—9. (271 


устанавливать сзязь между двумя пренставхейями о прямой зи и 
ведуть къ опредфленио осевыхь (ак альныхь) коорлинать прямой. 
Полагая 


ха Ня 2, 
за Е, 
ет, в, 


находим: 


п (ини— в Я - ь— у -ат,— Ц), 
=: (т) ШК. 


Скадяры этихъ выражен 


ыы пт», ии Ви» Увы ТИ (7) 
= Ь, . 1-м, Е =п— 
и вазываютея осевыми координатами (Ахепсост@таел) прямой 
лини. ВходяйИе сюда элементы суть кооэффищенты уравненй пло- 
скостей (269), папиеанныхь въ Декартовыхь прямотгольныхь пкоорди- 
натахь; 

ету аизЕа, 

уиту-- вв = 1. 


Координаты (272) связаны между собою зависимостью: 


чи = 


(273) 


& так какъ при опредфлени прямой играютъ роль ве абсолютныя ве- 
зичины этяхь координать, & только ихъ отношеня: 


(214) 


то, какъ и слёховало ожидать, число независимыхь эналитяческихь 
злемевтовь равно четырем, сообразно съ порядкомь многбобрайя 


В 7 


— 7 


125. Связь между пучевыми и осевыми координатами. Лучевыя но- 
ордиваты прямой еуть сдаляры въ равложен!и по координатных ортамъ 
векторовъ ци ш: 

= У} 2к 
ш— и -- М) + №. 


Жели бы играли рояъ абсолютныя величины этихъ вевторовт, 70 можно 
было бы сказать, что осевыя координаты (274) равны лучевымъ 


Хх, У 2, Ё М, №; {275} 


3о тадь кавъ т и друмя' координалы могуть быть измёняеми пропор- 
рональнымхь образомт, то общее соотношен!е между тФми и другими 
доординатами состоить въ томъ, что он№ соотафтетвенио пропорцо- 
нальны: 


те. 
& ТР ММ. 
Мн вадфли въ 8 62, что веяыя шесть чиселъ (275), удовлетворяющя 


залисямости 
хр УМ-еМ 


при посредств® уразненй 


Т=уй—ву, М=зХ —у7, М=зу-— ух, 


тлф в, у, 2 перемфяння координаты точки, опредфляють прямую ли. 
Точно также можно теперь сказать, что веявя тесть чисель №, в, °, 
Ь т, 5 уловлетворяющия завненмости (278), при посредотв& уравневмй 


а у—жь че, бЕЩ--иА, - (876) 
тдё Ь м, в перембнные коэффищенты въ уравнени плоскости 
ш--ту ние =, {277) 
опрежёляють ирамую линйо, ту линШо, по которой перес$каются между 
собою ве плоскости (277) при различных» значеняхъ коэффишентову {, 
в, и, удовлетвориющихь усломямь (276). 
126. Рышеше нёкоторыхь вопросовъ о прямой лини. И эти вопросы, 


вахъ въ 8 122, мы разсмотримъ въ вид$ упражнений, замфтизъ при этом, 
что иЪкоторые изь ннлъ будуть имбть приложеше въ слёдующей глав. 


Упражненя, 

51. Въ уравненахь прямой (269) онредфаить вешлоры в и 3, по условию, 
чтобы эта прямая проходила черезъ двф данных точки (1) п 5). Рьшен!е: Эта 
задача образная той, которая разсмотрёна въ $ 123, таль кавъ теперь даны 


пт, м Хед: ХХ, 
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0 убломямь (971) требуетел опредфлить 3; и в). Эта задача но существу нв- 
опредфлеяна, потому что та же прямая явшяется лересфченамь безчисленнаго 
множества парь плоскостей. Цо предыдущей формулв п по формулВ (271) ными: 


(978) 


отеюда 
& Жи Х г) 


общее ршевйе этого ураваеви даво въ формул (250): 


а) НИ 
а хыыхь "Хи 


тд я пролзвольный свадарь; носдё этого вторая пзъ форыуль (278) даегь: 


о . 
Сас Не -Жих 


52. Нашисаль уравпешя вефуъ прямыхь, проходящихь черезь данную 
точку (=). Отвфть: 


4" 


при произвольныхь в: и 55. 


53. Найти точну первофчешя прямой (269) ст плоскостью 


1. 


8.х {273} 
Отвфть: Задота сводитея въ опредбленю вектора г изъ трехъ скалнрныхь ура- 
вневй (269) и (279). 

54. Нанисать условя, чтобы ирныая (269) лежала въ плоскости (279). Р4 
шен1е: Это равносильно требовон1ю, чтобы оф три изоскости (289) к (279} кере- 
ебъались по одной прямой, Для этого ем. упражнен!е 47. Напашемъ условия (263) 
а (264) для даннаго случал, въ предположени, что прямая задала вентордыи и 
им, Мы выбемы: 


и=8: Х8, ш==% 3, 
3.3: Х 8 0, 


{их ых хз =0- 
Вв лоозёдней формуяв 
(ХЕХ) Х (в в) =8Х м. 
поэтому требуемыя условя: ° 
3.10, и-- вх) 0, 
55. Напиеаль условте, чтобы двф примыя 


{280) 
(28%) 


поресфкались. Отвф ту: Точка пересфчезия, золы ола существуеть, принадлежить 
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зобмь четыремь плосностямь; поэтом? требуемое условёе совнадаеть съ усло- 
мень (266). Шели прямых заданы элементами (п, в\) и (п, ву), тажъ зто 
И==8:Ж 3, ж=8 — 5, ЩЖ: Ш’ 5 — 8, 
то услове (266) принимаеть видъ: 
и. ли 1. 1—0. (082) 


56. Опредфлиь разстояне № точки Л/'(=") оть прамой (269). РЬшене: 
Пусть будеть А основан лерпепликуляра, опуменного пзЪ №” па прямую. Раз- 
емаяривая этоть перпендикуляръ какъ везторъ съ началомъ въ точкё Л’, пыемъ: 


в0А =’ +в. 
Этогь векторъ удовлетворяеть уравнешямь (269): . 
вн) =, 9-Е 083) 
прямая имфеть паправяеюю вентора 5, Ж 5а, п по условно периендикуляриости: 
$, Хы. В =0, (284) 


Три скалярныхь уравнены (283) п {284) и опредёляють векторъ №. Призйнииь 
къ нимь общую формулу (288), принявъ 30 ваиманю, что теперь 


Чет м.к, 05174. 9420; 


выиищемт, векторы, взаниные съ 8;, 5, из; Х 3: 


;: ХХ >) вх хя 
Ее ри, в^“, 


„= неа, 
Р.Х (и Х) = Хы). (1 Хэ) = (4 Х $. 


Тавлмь образом находим: 


ох ХХ.) _ 
(5, Х 8: 

ох хе-ы ых х в.д] 
Хы : 


По формуль (99) 
в, — (ера нае Х (5 Хы 
поэтому оковчаледьно: 


(жа х [дах жи 255 
ь кр . 55) 


Еслн прямая лиыл зодапа элементами п п та, то формула (285) получаеть сд- 


`дуюний вии: 
вирь ежи. (296) 


Само разотояще #, канъ тевзорз. вектора №, можеть быть опредётено но формузв 


в=ул. и. (287) 
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57. Опредфлиь кралчайшее разетолнйе между прямыми (980) и (981). Р4- 
щен!е;.Пусть будеть № векторт, опредбляюнЙ это кралчайинее разстояе п 
имолуй начало на прямой (280), А.(.) и .4.(т.) его начало п комещь, чак что 

+В. 

По ламнымь уровень 
1, 33. 
(ЕЮ =Ь а = 
Напразленя далныхь прямыхь опредёляются век» 


торами 3: ХА ПЖ а, а по усжовно перповдл- 
кулярности въ пимв вектора № пыБем: 


(288) 
(299) 


во 


Фну. 41. 8Ж%.1=0, &Жз,1=0, (290 


‚ Итокъ мы пзёбемь шесть скадарныхь уравненй 
{285), (289), (290) сь двумя нензввстнымн векторами т, п №. Первых четыре изь 
этахь уравнени мотузь послужить для искаюченя вектора т,; это дасть вамъ 
уравнетие дзя В, которое, вывел съ уравнешями (290), этоль венжоръ и опрехф- 
зять. Формула (266} представлиегь результать исключешя вектора г изъ четы- 
`рехь уравневй (2657; чтобы ее ирпынить, нужное раньше уравнешя (289) вре- 
образоваль иризфнительно къ виду (288). Раскрывая спобни, калипиелгь т 


83.Г. 1—3. В.М = 1-5, . № 
полагая 
Е =, кт (291) 
х получаемь выфсто (988); 
=], 
Сосхв этого формула (966) даеть: 
Зее ЖОБ 9.5 ХВ ВХ в — В. 9 = 0, 
& всти сюда подставить виражешя (291), раскрыть скобки п положить 
52.83 Х& — 83.54 Х 5 | 4:8 Х 51 — 81 5 Х В = Р, . (93) 
то ока привожитоя въ валу; 
[6..4 Хз — (6, - 5 ад. Р, 
Пользуясь формулою (107), можно нанесли: 
(1-3 Х 54) — (91.55 Х зад = (9 Х в Вв — (5: ЖА увы = 
хх (в Х 5 
поэтому нызелмь 
ххх =).-В=Р. (293) 


Для рфшевыя уравневЁ (290) и (298) примфини» сиособъ, указанный въ $ 113. 
Изь уравненй (290), калиь условй пернепдиктлярпости | иъ вевторамт в: Ж в, и 
8 ва, имфемь: 


=, Хы) Х (Хз; 


1 — 


подставляя это въ формулу (293), находим: 


Е ИИ 
ххх ат 


и поел этого 


Отсюда по формуяЪь в=Ил, = зайдомь самос кратчайшее раветоян!е: 
Р 


2 ЕЕ . 
Ув хзужеьх 


(294) 


58. Опредёлить кразчайшее разотояше между прямымн, которыя заданы 
элемевтами (п, ты) п (и, ,). Ршенте: Имфемь уеловя: 
Вх, и,, п. ==0, п. №0: 


поэтому 


то я нужно опродёлить. 
Составимъ выражены: 


п.п: при, НР, Х и, пет, ХЗ ьи, Х № — 1..8, Ха, = 
=— (в). Х из) = В, Ж пез — ба, Х и 
отеюда 


лещ ив 
® [ЗЫ 
Ш бе, + веда, Х в) 
в: хо} › 


{295) 


59. Показоть тождество выражений (294) п (295). Рфшен!е: Ляля этого 
пыфемь изъ формулы (992), принимая во внимане завионмоети (971): 


а Х 6, Хади Хи 


Хы = 
(пыл +, 


ТЛАВА УТ. 


Основав1я линейчатой теометр и въ зекторальномъ 
изложенши. 


Общя понятя о комплексах и о конгрузищяхь. 


127. Различный системы прамыхь линй. Мы знаешь, что число не- 
завиевмыхь аналитическихь элементовъ, опредфляющихь прямую лин!о, 
‘равно четырем. Иначе, можно слазаль, что число вефхь прамыхь простран- 
ства, представляеть собою многообразе четвертаго порядка. Если эти чв- 
тыре элемента связаны однимь усломемъ въ видф уравнен!я, то остаются 
только три независиныхь элементе, и число прамыхь, удовлетворяю- 
щихъ данному условию, представляеть многообразю уже только трегьято 
порядка. Такимъ образомь изъ всей совотупности прлмыхь выдается 
иВкоторая система, опредфляемая поставленнымь условемъ. Эта сиетема 
прямыхъ называется комплексомъ, а заданное услоше уразнен!емь 
кохплекса. Если это уравнея!е есть уравнеше между коордилатами 
прямой (вапринфрь между Х, У, 2, Г, М, №), то оно должно быть 
относительно этихъ координать однороднымъ, такъ каль длина пере- 
движного вектора, опредфляющаго своимъ положешемь прямую, остается 
произвольною, & при изыфненш поелёхней вс координаты прямой 
изыфняются въ одномъ и томь же отношени, и это не должно здать 
на данную зависимость. Другими словами, въ такой зависимости должны 
входить только отнощен!я координать къ какой нибудь одной изъ нихъ. 

Эта зависимость можеть представляться и эъ вевторальной фориф; 
но ддя того чтобы сказанное о чисхЁ независиныхь элементовь и при 
этомь оставалось справедливым, необходимо, чтобы эта зависимость 
была скаларною, 

`Есхи координаты прямой удовлетворяют двуиъ уравнешямъ ука- 
заннато ннше вида, то остаются два независимыхь элемента, и система 
прямыхь образуеть иногообразе второго порядка. Такая система пря- 
мыхь называется конгруэнд!ею. Это назваше („совпадене“) обясняется 
слфдующимь образомъ, Каждое изъ ланныхь услов, ззятое въ отдВль- 
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ности, опредфляеть комплекс, прямыя, удовлетворяющия обоимъ уело- 
энымъ, принадлежать тому и другому комилехоу одновременно, т.-е. это 
прямыл, которыя у обоихъ комплекеовъ совпададотъ. 

ели координаты прямой удовлетворяють тремъ однороднымъ 
уравненяиъ или тремъ вектортальныиь усломямъ скаллрнаго вида или 
одному векторальному условно векторальнаго. вида, то прямыя пред- 
ставляють многообраз перваго порядка или, все-равно, ливейЧалую 
поверхность. Это видно изъ того, что тенерь только одиаъ изъ ие- 
зависимыхъ` параметровв можеть быта изыфияемь по произволу: при 
непрерывности его измёненя друме параметры прямой мфняются уже 
опредвленнымъ и непрерывяых образомъ, если данныя завиенмости 
обладають евойствомь непрерывности; при этомъ. положене прямой 
мфняется также опредЪлекнымь и непрерывнымь образовь, т.-6. она 
описываете опредфленную сплошную поверхность. 

Если элементы, опредёляюние прямую, удовхетворяють четырем 
скалярнымъ условямь, то вс эти. элементы получаютъ опредфленныя, 
одно или нЪсколько значек; такь что чиело прямыхьъ удовлетво- 
ряющихь даннымь условямь, будетъ нонечнынъ. Для ея элементовъ 
рёшеня могутъ впрочемъ оказаться и мнимыми, 

128. беновныя свойства нонпленсовъ. Длл харавтеристики комплекса 
весьма важно имЪть предотавлене о. томъ, 1) какую систему составляютъ 
прямыял комплекса, проходяцуя черезъ данвую точку, и 2 ето прямыя, 
лежащя въ данной плоскости. 

1. Прямыя вкомилекса, проходя. черезъ данную точку, 
образують, вообще говоря, коническую поверхность. Это видно 
изъ тоюо, что уелове, чтобы прамая проходиза зерезь данную точяу, 
выражаетея двуия скалярными уравненями, которыя, вмфетВ съ дан- 
нымъ уразнещеме компленса, образуют систему трехъ уравневй для 
четырехь перем нныхз. 

Если уравнене между координатаме. примой, опредёляющее вом- 
плексь, алгебраическое, то и указанная” коническая поверхность онре- 
дёллется элтебраическимь уравнешемь. 

Вообще говоря эта поверхность существуеть для каждой точки 
пространства; но могутъ быть тая точки, для которыхь этоть конуеь 
ставоватся инимынт. Могуть быть также таыя точки, дтя Еоторыхъ 
два изъ указанныхь выше уелов! дёлаются тождественными: тогда 
число примыхт комплекса, проходящих черезъ. тавую точку, будеть 
предетавлять уже многообразе второго порядка, тге. эти прямыя 38- 
полняють цёлое копическое пространство ли даже представяяюте 
систему воевовможныхь прямыхь, проходящихь черезъ данную точку. 

„Можно и наобороть закночить, что: если система прямыхе такова, 
зто черезъ каждую точку пространства (за. исключешенъ, можеть. быть, 
нЪуоторыхь особенкыхъ‘ точекъ) проходять пряныя, образуюн!я кони- 
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чесвую поверхность, то 510 служить признакомь того, что вся енстема 

прамыхь принадлежить чЪкогорому комплевеу. ДНотвнтельно, число 
воЪхъ прямыхь, проходящихь черезъ данную точку, прехставляеть 
многообраз!е пторого порядка, такъ кавъ положене зелкой такой пря- 
мой опредвляется двумя параметрами, нопримфрь днумя углами; вели 
прямыя, проходдиця черезъ данную точву, составляютъ маогообраз1е 
перваго порядка, то э%о покавываеть, что вов прямыя пространства, 
связаны еще однимъ уравнешемь, т.-е. онф принадлежать яфкоторому 
комплексу. 

П. Прямыя комплекса, лежащ:я въ данной плоскости, 
‘огибаютъ, вообще говоря, нВкоторую лин. А именно, услове, 
чтобы прямая принадлежали данной пло- 
скости, ‘выражается хаумя” скалярники 
уравненяыи (см. упражнешя 54 и 57), 
Т.-е. опять изъ четырехъ зхементовь, 
‘опредёляющихь прямую, остается только 
одинъ иезависнмый; при пепреривности 
его измёнен!я прямая въ давной пло“ 
скости совершаеть непрерывное двужен1е и поэтому отибаеть взкоторую 
линно. Если комвлекеь алтебраичесвя, то и эта линйя алгебраическая. 

Оцять таки могуть быть ташя плоскости, въ воторыхв совофиь 
ве буцеть прямыхь комплекса, и тавя нлоскости, въ которыхь вов 
прямыя принадлежать комплексу. 

Если, обратно, система пряныхь такова, что во волной данной 
плоскости он огибоютз нфкоторую лин, то эта система образуетъ 
компленет. Это вытекаеть изъ такого же разсужденя, какое приведено 
выше по поводу ковическихь пучковъ. 

Нанвысшее изыЪ рен, въ которомъ входить вь нфломъ алгебраи- 
зескомъ уравненн перем нный векторь или его координаты, опредЗляеть 
с0бою порядокъ коииленса. Комилекск характеризуется также по- 
радвошь уравненя конуса прямыхъ, проходящихь черезъ данную точку, 
и поряхкомь и влассомъ лини, огибаемой прямыми комиленса зъ дан- 
ной плоекоети. . 

129..Основныя свойства вонгрузншй, Объ этихь свойствахь можно 
соетавить себЪ. понят!е на основан предыдущаго. 

Т. Черезф нелкую точку пространства проходить конечное 
число примыхь, принздлежащихъ вонгрузнц?и, Это общёт пря- 
мыя двухъ коничесвихь иоверхностей, которыя приналлежать тому или 
другому изь комплексовъ, опреджляющихь высот» конгруэнцро. Конезяо 
могуть быть и ташя точни, для которыхь. коничееыя поверхности 
общихь прамыхь не имёють или для которыхь самыя коничесвя по- 
верхности мнимых; для этихъ точекь нфть ирямыхь, принадлежащихь 
конгруэнши. А съ другой стороны мотутъ бить тащя точжи, для кото- 


Фит. 49. 
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рыхъ коничесыя поверхности совпадаютъ: черезь эти точки проходить 
безчисленное множество ирямыхь конгруэнщи- 

И. Во всякой плоскостн находится конечное чиело пря- 
мыхъ, принадлежащихь конгрузнц и: это прямыя, касательныя 
одновременно къ двумъ огибаемьйь ливямЪъ, соотьфтотвующимь въ 
даниной плоскости тому и другому комплексу, которые влфетв опред#- 
лиють копгруэнщю. Конечно могуть быть плоскости, въ которыхв эти 
огибаемыя не имбють общихъ касалельныхь или ръ которыхь онЪ 
мнимыя; въ такихь плоскостяхь и прямыя хонтрузних будуть мнимыми. 
А въ другой стороны, могуть быть тавёя плоскости, въ которыхь об 
огибаемыя совпадать; въ такихь плоскостях конгрузищя содержать 
безчиеленыное множество прямыхъ, 

130. Примфры, поясняющёе основныя свойства номпленсовъ. 

1. Система вефжъ прямых, касалельныхь иъ данной поверхности, 
образуеть комилокоь. ДЬйствительно, черезъ всякую данную точку дро- 
ходить коничесвй пучекъ прямыхъ, принадлежащихь этой систем, а 
80 всякой данной плоевости примыл огибають н®которую длинно, — 
линию пересвченя поверхноети еъ плоскостью. Могутъ быть конечно 
и тая точки, из которыхь нельзя‘провести касательныхь кт данной 
поверхности, и ташя плоскости, которыя 5 поверхноетью. не перее$- 
хаютен. , 

Для примёра, еоставимь уравнеше комплекса прямыхь, касатель- 
ныхь къ шару, центръ котораго находится въ нолюс$, а рад1усъ равенъ 
В. Полюсь Оонаходитен въ одинаковомь разстояюи оть везхъ этих 
прямыхь. Пусть будеть и векторъ произвольной длины, лежашй на 
одной изъ этихъ прямыхь; его моментъ относительно полюса 0, тж и, 
численно равень Ви. Выразимъ это скадярно-некторальнымь уравнешемь: 


УЕ Хи == Ан 
или 
(#Хп). (Е Х п) == Ви. п. 


Это уравненше содержить и въ двухь изиёрешяхь; поэтому оно опре- 
дЬляеть комплексь зторото порядка. Напишемь его’ въ координатахь 
прямой; длл этого имфемъ: 


Ха 


и-- м мк 
и получаемь: . 
| РЕ М Ве У 27), 

Для хочекь, янбшнихь по отношеню въ шару, коничесые пучки 
представляются круговыми конусами; дтя точевъ, пежещихь из. поверх- 


ности шара, они обращаютея въ плосве, & для точевъ ввузри тара 
они дВлалотел инимыии, 
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На плоскости, переевкающей шарт, прямыя комплекса орибають 
вругъ; на касвхельной дъ шару плоскости эта огибаемел обращается 
въ точку; а для плоскостей, не имфющихь съ шаромъ общихь точевт, 
огибаемыя мнимыя. . 

„П. Система вейхъ прямыхь, пересфкающихь данную динио, со- 
ставьяеть вфкоторый хомплексъ. Мнимыхь коничеснихь пучновъ у него 
ить, такъ вакь черовъ всякую чочку пространства можно провести 
систему прямыхъ, пересфкаютцихь данную линию; но для точевъ, лежа 

` щих на этой лины, конические пучки превращаютсн въ полные иро- 
«транетвенные пучки. Во вслвой плоскости прямыя компледеа, образують 
один или нфеколько плоекихь пузковъ, емотри по чиелу точев® пе- 
ресфчен данной лиш и съ этой плоскостью; тамь что огибаеман состаитъ 
изъ одной или нфеколькихь изолировакныхь точенъ. Могуть быть во- 
яечио и плоскости съ минмыми пучками, 

Кавкъ примёръ комплекса такого рода, раземотривь сиетему пря“ 
зыхь (1, т), перес$кающихь данную прямую (щ,, ш.). Услоше перес%- 
ченя 10 формул (282): 


о. п-т (296) 
въ коордннатахь прямой оно принимаетъ ВИД: 
Вх м Е-- Х.Г УМ А М-=0. (297) 


Итавъ это комплевеь перваго порядка, Ниже будеть подробнве ивелф- 
довавъ комплексь перваго порядка общато вида. 

ПТ. Предыдуюуй комилекоь можно разсматривать какъ систему 
прямыхъ, касательныхь въ трубчатой поверхиоети, осью которой слу“ 
вить данная лишя, а полеречное сфчене стремится къ нулю. Но не 
велый комплекеь можеть разонатриваться какъ система пряныхъ, каеа» 
чтельныхь въ нфвоторой поверхности. Прикромь комилекса, для кото- 
раго это чевозможно, можеть служить система прямыхь, равно отетоя- 
щихъ оть двух данныхь точекь А, и 4.. Пусть будеть 91 векторт, 
имфЮЩИ своими началомь и донцомъ эти точки. Если полюеъ взять 
по срединВ между ними, то он опредфляютея вовторамя г== и 
т=—\ № формуламъ (7286) и (287): 


[о жы— аж а ха —@ х = 
п х--0х 1}. (в хи --а жар) 


или 


{шхшд— ПХ ах а хов)-На Хх, 


— 127 — 


гдф знать квадрата понимается въ сыыол® геометрическаго нроизведен!я. 
ДВлая приведеше, находимъ: 


(их м). Ж ах ®)] = 0, 

(и в). [#1 — (&.1щ] 
(п Ж ш).1— (1.1)(а Х в). 5 
тах ш==0, . (298) 


комплекс эторого порядка. Чтобы представить себё совокупность пря- 
мыхьъ, принадхежмцихь этому комилексу, амф тим, что п из взаимно 
перпендикулярны, 2 вектор @Ж ш лерпендикуляренъ въ Чи къ м. 
Услове (298) повазываеть. что векторь пХ м или равекъ нулю или 
перпендикуляренз кБ примой 
АА,. Цервое  предположеше - 
оправдываетея только, если т-0; НР” 
откуда слЗдуеть; что комплексу 
принадлежать вс ирямыя, про- 
ходящия черезь полюсь; второе 
предиоложене равноснльно тому, 
10 векторь их дожить въ пло- 
<кости, пернендикулярной въ пря- 
мой А, А,; причемъ, тажъ какъ это 
везторъ свободный, то можно его 
брать въ плоскости Р, дВлящей 
разстонше 4,4, пополажь. Этому уеловто могутъ удовлетворять только 
сл6дующя системы прамыхъ комиленеа. Проведемь какую нибудь пло- 
скость ©, перпендикулярную къ ФР, и опуетимь на нее изъ полюса 
периендикулярь 05; тогда видпо, что комплексу принахлежат® лрямыя 
пучка, ложащаго въ плоскости’ @ и имфющаго 5 своимь центром. 
Ером двухъ групиь перечисленныхь прямыхь нётъ прямнхе, при- 
надлежащихь вомплекеу. Отеюда можно видфть что ить поверхности, 
въ которой касалиеь бы прямыя комплекса. 

Посл этихъ примёровъ легко составить себ и примры вонгруэн- 
Ай, основываясь, на, сказанномъ въ $ 127 и 129. На этомь мы пока не 
будешь останавливатьон. 


м 


Фот. 43. 


Жоннлевеь перваго порядка. 


131, Вентоеральное уравнене общаго вида, `опредфляющее компленсъ 
перваго порядка. Комплекоь называетел комплекоомь перваго порядка, 
если элементы (и, т), опредфляюще прямую, удовлетворяють линей- 
ному однородному скалярно-векторальному уравненю. Передважной 
векторъ опредфляетея ео геомегрическимь значешемь и и его момен- 


ТОМЬ 11, который выражаетел линейно черезь и, тазЪ каАЖЪ ш==г Жи. 
Бели эти элементы, | и ш, должны входить въ уравнеше вомпленса 
тазь, чтобы это уразневе было линейвымь и приломь скаляринмъ, 
то онн должны быть геометрически (а не ведторально) умпожены ма 
зекхоральные козффищевты. А тавъ кавъ уразнене должно быть хром 
того одворолнымь (8 127), то оно не долмно содержать постолинато 
члена; позтому самый общий зидъ сго слБдующИ: 


&.п-- В. м = 0. (299) 


Можно себф представить члены и другого вида, мо онн могуть быть 
тогда призедены въ двуть предыдущимь, наъ это было уже разъяснено 
въ $ 110. Наприурь уравнеше 


&.п-- В. м-в, ХаРелих #=0 
приводится къ виду 
а’.и--Ъ'.ш 0, 
ва 


а=а--ех@, в=ь—@х1, 


Итакъ, уравиен:е (239) опредёляеть комплекс перваго по- 
рядка самаго общаго вида. 
Вели всЪ векторы въ формулВ (299) выражены помощью ортовъ: 


= Всю ВЕ ИЕ, 
п ХЕ-- 7] 06, ш==/4-- 19 -- МЕ, 


то получается сзвдующее аналитическое уравнене комилекеа: 
дХ--ВУ-- 02-- рГ-- ЕМ-- ЕН. (300) 


132. Основныя свойства номплевое перваго порядка. РЕшяхъ отноеи- 
тельно его вопросы, указанные въ 8 128. 

Т. Прямыя комплекса нерваго порядка, ироходящия через 
данную точку, образують плосв!й пучекъ (воничеевую поверх ноеть 
перваго порядка). Пусть защана точка М (т;); для ирямыхъ комплекса, 
черезь нее нроходящихь: 


мг, Хи, 
И — 
а.п--Ъ.г, Хи=0 
или 


[&--х вп = (301) 
Итакъ, если венторъ 


а ф хх} (302) 


— 129 — 


пе равенъ нулю, 10 вс®\ искомыя прямыя къ пему перпондикулярны, 
т.-в. лежать въ одной плоскости. Составиыт уравнен!е этой плоскости; 
если его писать въ вид 


ЕЕ, ы (303} 


з0 для опредфленя в имфемь услове, что этоть векторъ, нормальный 
въ плоскости, параххелень вектору (802); такъ что 
= {а Е ®Ж т, |, 

тдВ п нёкоторый скаляръ; кромф того эта плоскость содержитъ точку 
И), поэтому 

ви (304) 
изь (303) и (304): 

в. (г — к) =0 


или окончательно уравнене искомой плоскоети: 
[&--® Жг,)] га... {305) 


П. Прямыя комплекса перваго порядка, лежащая въ дан- 
ной плоскости, образуютз плоек1й пучект (огибаютъ линию пер- 
вато класса). Чтобы это показать н найзи центръ этого пучка, напишем 
уравнен!е комплекса (299) въ акщельпыхь элемеитахт, поставивъ тамъ 

==8, Хз, ш==8, — в, ($ 123): 


{2.5 Жз.) РЪ. (5, — 8.) =0. (306) 


Еаждая прямал этого комплекса явллелел лишею пересфченя двухъ 
цяоскостей 


и комплевеь составляется изъ веЪхь прямыхъ, котория получатся, если 
одному взЪ везторовь 3,,3. давать веепозможныя геометрическ!я зна- 
лены и каждый разь для другого вектора брать ве зпачевя, которыя 
получатея по увховшо (306). Зададимь произвольную плоскость 


$. .1==1 (307) 


и булемъ уеломе (306} разематривать какъ уравнеше съ неизвфот- 
нымъ верторомь 5,. Дфлая приведене, можно это ураннеше такъ на- 
писать: 

У—ижз) 


и (808) 


Сравнивая это уравнешще съ уравнешемь (258), гл векторъ г ечн- 


П. Сомовъ.Верторельный аналявт, 3 


— 180 — 


тадел иоетоячнымь, & 3 перем ннымь, мы можемь сказаль, что урй- 
внене (308) опредфллеть точеу 


ке ркв-@Х51 (805) 


Эта точка лежить въ илоеноети (307), и черезь ее проходять ве 
изрямых комнлекеа, принадлежания эхой плоскоети. 

Мы зидимь, что при посредотв8 комплекса перваго порядка уста- 
навлизается соотвётетые между возми точками и вефми плоскостями 
пространства: каждой точкё соотвфтетвуегь проходящая черезь нее 
плоекоеть, плоскость пучка врямыхь съ центромъ въ этой точ, —& 
кавдой плоскости соотвётетвтеть леващан въ ней точка, — центрь 
мучна въ этой плоскости. Эту сислему точекъ и плоскостей Меб1усь 
(Мозие) вазываоть „нулевою сислемою” (Мивузет). 

133. Сопряженныя прямыя. Возьмем произвольную прямую $, пе 
принадлежашую данному комплексу, и на пей рядь точевъ 2.(,), 
мМ.(.), М(,), ... Этимь точкамъ при поередотвВ комплекса со- 
отвзтетвують плоскости Р,, Р,, Р,,...; покажемъ, что ве эти илос-. 
хостн пересфкаются по одной и той же прямой Г. Прямую 1 
можио задать векторомь Л.Л, для котораго имфемъ: 


в=г—1, щ=ЕЖа, — 1) ==, Хт,. 
Но формул (305) уравкеня плоскостей Р, и Р, слёдующая: 
[а--Фхторт=а.г, [а-- ®Жт,)]г=а.т,. 
Очеюда по формуламь (@71} для ирямой ? находныъ: 
п — хи 
ах) ах 


ат, Эт, 


щ! = 


Таль кашь абсолютныя величины вевторовь роли не играютъ, то вифето 
этижь векторовь можно взять имь пропоршональные: 


и = [а--® Хт,)] Х [8-50 Х2,)} 
ш' — (а. в,[а--(®Х =.) — (в.в, а-- ® Ж т, (810) 


Выразимъ ихъ черезь венторы и и м: 


и’ = [в Х 6 Хг,)] Е [® Жк) Ха] -- № Же} х © Хз] = 
==ах ЮЖ, — *,)] + ®@Жг) Хх Жи. 


Примфилыь здёеь преобразован (99) и (107); тогда получаем»: 
= [а.(и, — 6 — (а. 6) (т, —,) Е ФХ г, .1,№ — Ф Х г,. Ва. 


— 181 — 


Здесь 
— =, ВЖЕ... Ъ.т, ХТ, =0.щ, ВЖг,, 


таюъ что 


и == (ал -- В. м — (&. 0). (311) 


Преобразуежь формулу (310): 


и! == [а. (г. — м а--ЪХ [(&.в.)ж, — (ат, == 
= (а. ща-Ръх [аж (т, Х к, = 
— (&. ща --) Х (а Х м), 
и’ = (ал) Рю — (а. Ъ)т. (312) 


Мы получили бы тВ же результаты, еели бы на прямой $ вифото 
точки Л, взяли точку М,, хавъ кавт это было бы равносильно изаеВ- 
нено длины векторовь въ однемъ и томъ же отношени при сохра- 
неми нхъ направлен; а при этомъ векторы п’ и за’ изыфнились бы 
тоже пропоршовальнымь образошь, потому что выражен (311) и (312) 
линейны и однородны относительно векторов п и т. Эти новые век- 
торы й’и ш’ опредфляли бы елёдовательно ту же прямую лин Г. 
Итакь, когда точка перемфщается по прямой { (и, ш), то соотвфтетвую- 
щая ей плоскость поворачиваежея окохо прямой #(н', п). 

Можно было бы убфдиться, что и обратно, плоскости, соотвфт- 
ствуюция точкамь прямой {, всё пересфкаются по прямой и ‘чавъ что 
зоотношене между этими прямыми ззаниное. Поэтому эти прямыя на- 
зывалотсея сопряженными. 

Это соотвтстые усталавливается при помощи даннаго ком- 
плесеа перваго порядка. Веявй другой такой же комплекех устанавли- 
ваеть другое подобное же соотиВистве между всфми прямыми про- 
странства. 

Прямая {была взята проичвольно, т.-е. она, предполагаласв, вообще 
топоря, не принедлежащею данному комплексу; въ этомъ случа она во 
своею сопряженною не пересёкается. А именно, услове пересвчении (282): 


па ци! — 0, 


по формулам (511) и (312), еели еще принять во внимане, что и. ш=0, 
предетавляется тан; 


(а. 4-- р. м)? 


и удовлетворяетел только прямыми, иринадленащими самому комплексу. 
Еели же прямая # принадлежить комплексу, то сопряженная ей. пря- 
мая ? нетолько съ нею пересекается, но ин совиадаеть, потому что 
формулы (311) и (812) даютъ тогда: 


= аа, ш = — (а. ба. 8). 


5% 


Можно сказать: зеяв{й комплексъ перваго порядка соотанянется 
изъ вефхь соппадающихь сопряженныхь по отношен!0 нь 
этому комплексу прямыхъ, 

Предположим теперь, что пара сопряженныхь прямыхь, ри Р, не 
принадлежать комплексу, и покажемь, что. зеякая прямая, и”, ш”), 
перев кающая двф сопряженныхт, прикадлежить: вомплексу, 
По увломю пересВчентя: 


лари" =0, п’. и.” 


Унмножая перзое уравнеше на (в.Ъ), складывая со вторымь и принимая 
во внимаше формулы (811) н (312), находныъ: 


(в.в -НЪ. в) (а. "5. щ”) ==0 


Первый множитель предподагаетсл ие равиымь нулю, поэтому 


ам РБ. Ш" ; 
что и показыраеть привадлежноеть прямой ?’ данному гомплевеу. 

Основываясь на томъ же преобразован, можно сдфлать и образ- 
ное заключене: если прямая привадлежатъ вомнлексу и пересёваеть 
прямую, ему не принадлежащую, то опа пересфваетв и прямую, со- 
пряженную съ первою. 

184. Длеметры номпленса. Прямая }, сопряженная съ хакою-вабудь 
безконечно-далекою прямою Г. называется д1аметромь комплекса. 
Шоважемь, что всф л]аметры комплекса между собою паред- 
лельнны, и найдемь ихъ общее направлене. Плоскости, проходяния 
черезь безконечно-далекую прямую, между собою параллельны; въ каж- 
дой изъ этихь плоскостей находится пучекь прямыхъ Компленеа, & 
дентры вефхь этихъ пучковь образуют линто, которая, по предыду- 
щемт, и предетавляеть прямую |, сопраженьую съ Т. Нозтому опре- 
дВлене кахого-либо щеметра комплекса сводится къ опредёленио гео- 
мотрическаго мфета центровь пучковъ комплекса, лежащихь въ сногемь 
параллельныхь плоскостей. Зададимь диЪ параляельныхь плоскости: 


З.1=1 .г-= 


По формулв (309) центрами соотв тотвенныхь пучковъ будуть точин: 


= 138 — 


а паиравлеше примой, соединяющей эти целтры, опредфляется запра- 
злешемъ вектора 


ле» 
а, О 


т.е. ваправлешемь вектора Ъ, Такъ какъ эхо направлеше отъ # не 
зависить, то геометрическое мзсто центровъ пучков есть прямая; а 
тась кавъ это направлеше не зависить и отъ 8, го веЪ маметры ком- 
плекса дфйсявительно параллельны, 

135. Спешальный конплексъ перваго порядка. В» общемь случа 
векторы & и Ъ въ уравнеши комплекса (299) предполагаются незави- 
симыми другъ оть друга. ели ше а представанеть собою моменть 
вектора В относительно полюса, таюъ что 


аж, 


и слёхловалельно Ь и в опредзлиють собою иЪкоторый передвижной 
векторъ, а Этимъ и изкоторую прямую, то комплекеь 


аи -РВ.м=0 


пазывается спешальнымь. Его уравнеше вырежаеть услове пере- 
сёчен!я (232) ирямыхь (а, ) и (Ъ,а); отсюда видно, что спещельный 
кохпленеь составляется изъ всевозможныхь пряныхъ, переебкмощихь 
данную прямую (В, а). Услове, чтобы комплевет быль снецюльвымъ, 
можно выразить формулою 


Ъ.&=0, (814) 


тажъ закъ это есть услове, чтобы векгоры Ъ и а можно было разема- 
тризать кавь элементы, опредвяяюще передвижной вевторъ или прямую 
лан. 

’ 136. Число прямыхъ, опредфляющихь компленсь перваго порядка. Ком- 
пленсь первато порядка зполиВ опредфляется плтью прянадлежащими 
ему прямыми, Если задано пять прямыхь (@,, ш,),... (п,,1;), то мы 
нивемъ. для опредлешн векторовъ & и Ъ илть скалярно-вектораль- 
ныхь уравненй: ` 


В.Н, =0, ..., ам, В, =0. (315) 


Въ общемь случа два невтора опредфяятотся только изъ шеети сва- 
лярно-вевторельныхь уравневй (8 19); но въ данномъ. случаВ ура- 
вненм (315) однородны относительно неизвфетныхь векторовъ, & по- 
этому абсолютных величины тензоровь этихь венторовь остаются про- 
извольными и чиело уравнен! сокращается на единицу. Лля рёшешя 


— 184 — 


уравневй (315) можно воепользоваться премомь, указанным въ 8 119. 
Опредёлнимв векторъ № нзь первыхь трехь уравиенйй: 


— — Ци, ад Е (щь- авы -- (иь-адщь" { 


тдВ шу, ш,, м, векторы, взаимные съ вехторами т, ш,, ш,, и’ под- 
ставимь его выражение въ вослЗдни два изь уравнен:й (315), которыя 
тогда получають видз: 


16) 


(о, — бы ша, — би, да, — (авы), .а==0, 
о биуежи )а, — (у а, да, — (м, шв]. ==0. 


Тавъ каиъ величина тензорь вектора & роли ве нграегь, то можно 
прямо написать: 


а — [щ, — (м.п; — (шт, )а, — (иы у) ] Х 
Х (и, — (ь ща, — (в, уда, — (ава, ]. 


Формула (816) дасть посяЪ этого векторь Ъ. 


Изелфдоване комилекев порвахо морадка. 


137. Приведеше коипленса перваго порядка нъ оси. Векторы а и В 
въ уравнени комплекса, вообще говоря, не параллельны другь другу; 
вели ве онн параллельны, то уравненше комплекса приводится къ боле 
простому виду: можено тогда. половин 


5, (317) 


гдЁ р скаляръ, и чаживать: 
В. (ри) 


Для выяененя геометрическаго оммела этого травнешя введемь 
сюда орть №, имвюшй направлене вектора 5, т.-е. положимь В =Н; 
тогда уравнеше хомплекеа принниаеть видь: 


вв.) -- и, ш) =0 (819) 


и обнаруживаеть слёдующее его свойство: для веВхъ прямыхь та- 
кото комплекса проевил (В.ш) момента вевтора относительно 
даннато полюса на нфхкоторое опредвленное направлеше В 
пропорцщональва проекцщи (№,п) на то же направлен|е самаго 
вектора. . 

Покажем, что, при извфетномь выборё полюса, этимъ 
свойствомъ обладаетъ всяь1Й комплексъ перваго порядка. Для 


0. (318) 


= 135 — 


эзого поважемт, что перемфною полюса можно уравнеше комплекса 
привести 5 такому виду, при которомь выполняется уехове (317). 
ели О’ новый полюсь и Х векторъь 00’, ин ш' повые элементы пря- 
мой, 10 


1, 
ВЕ Ж и, Жш-- а" Х в. 


Векторь п оть положешя полюса пе зависить, т.-е. а’==и; поэтому 
Ха=иХ ц! =! есть моменть веклора ирамой относительно но- 
заго полюса, тать что 


= (хи и’. 
ПосяВ этого уравнеше комплек принимаеть видъ: 
аш!’ Ъ. то Ж гв =0 
или, такъ ваь ф.г, Жи’ ==Ь Х го.п', 
[8-Е Же В = 0 


Вектор т, можно выбрать по условно” 


®Х го) = 28. (320) 


Это векторальное уравневе не даеть опредфленнаго рёшеныя (8 17); 
по формул (250} нывемь 


ь=-ефХ а) (821) 


при произвольном я. Мы видимь, 470 новый полюсь можеть быть 
взять произвольно на прямой, параллельной вектору № н прохо- 
дящей черезъ точку 


(328) 


Эта прямах называется осью (нли главнымъ дГаметромъ) вон- 
плекса. Когла полюсь взатъ на этой оси, уравнене комплекса илфеь 
виде (318), причёмъ 


2,0 гра 
в=б (323} 
какь это видно изъ уравненя (320), если обф его части умножить иео- 
метрически ка венторъ Ъ. 

За элементы хля опредфленя оси можно принять: 


1 


ПВ, ве Хе ыФхЮхы = Хх @хь)] 
—а- 2. (324) 
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138. Геометрическое значене параметра р. Скалярь 2, опредёляеный 
формулою (323), называется лараметромъ комплекса. Онъ можеть 
баиь и положительнымь н отрицательтымь. Найдемъ его геометриче- 
ское значеше. Пусть будеть АВ ось ком- 
плекеа; мы будемь считать эя направлен е 
подожительнымь въ сторолу вегтора В. Озна- 
чянъ черезь $ кадую-цибудь прямую ком- 
плекса, черезъ 8 — ср кратчайшее разотоя- 
не мещду АВ и В, черезь ® уголь между 
этими прямыми. Во избфжав!е двойствен- 
ности примемь слёдующее пролило для 
отсчитывая угла $; глядя по направле- 
ню СО, т-е. отъ ови комплекса хъ 
данной прямой, будемъ отечитывать 

фиг. 44. уголь ф отъ позожительнато напра- 

. влен! лоси номплекса до первой встрЕчи. 

съ прямою. Тавиыь образомъ для цвухъ прямыхь Ги Р, параллель- 

чыхь, во лежащих по разныя стороны отЪ оби, соотвётетвующе имъ 
уулы фи’ доволняють другъ хруга но двухь прямых углов». 

Въ форыуль (319), смотря по принимаемому нами направленно 
вектора п на прямой 1, 


п. 


= 4608$; (325) 


тавь вавъ В.ш есть проекщя момента ш на ось А, то это есть выф ел 
©ъ тЬмъ тевзорь момента нектора и относительно оси АФ, налл, это 
было вызенено вь 8 63, и оиъ равенъ, согласно съ сказанымь въ этомЪ 
параграф: 


№.ш == било, (326) 


#д% знакь опять зависить отЪ выбираемаго нами на прямой $ напра- 
влен!я вектора и. Подотавляя выражения (825) и {396) въ уравненте (319), 
находим: 

р=— о, (327) 


ели бы комплексу принадлежала прямая #, то, соблюдая общее 
правило для язображеня момента и правило для отсчитывая угла о, 
мы вашли бы: 


Н.В === %608$' == 55 небо, 
В.ш-=-бизше' = 52 биз ф, 
ре. (328) 


Мы видимъ такимъ образомть, что изъ двухъ нораллельныхь прямых, 
лежащихь по разныя стороны отъ оси, только одна можеть принадле- 
жать данному комплексу, которая, —ото зависить отъ знака параметра р. 


= 187 — 


Уравнеше (327) позволнеть даль слбкующее опродфлеще ком- 
плекоу первато порядка: это есть совокунность вефхь примыхъ, 
для воторыхъ произведене ихъ кратчайшихь разетоннй отъ 
данной прямой (ое) на тангенсь угпа между ними и этою 
прямо величина постоянная, 


139. Равпредёлеше прямыхъ комплекса. Скачала будемъ предпола- 
гать, что параметрь р ие равень ни нулю ни безвонечноеги. Раземо- 
тримъ систему прямыхь вомилекса, равно отсхоящихь отъ оси; фор- 
мула (327) показывнеть, что вс тая прямыл образують св осью 
одинаковый уголъ. Мы получижь совокунность вобхъ этихь прямыхь, 
олисавъ одоло оси комплезеа круговой цижиндръ, котораго радщусъ 
основан равенъ заданному разстоянию 8 пряжыхь о1Ъ оси, и проведя 
на нешь винтовыя лиш, касательныя къ которымъ образовали бы съ 
осью комплекса уголь ф, опредфляемый форнулою (397); васахельныя 
зо вейхь точкахь везхь этихь винтовыхь лин и прелотавляють раз- 
омазриваеную систему прямыхъ комплекса. Параметромъ {Р) винтовой 
лини называетел отвошеще высоты ея полнаго завитка (хода) къ 2х 
или, всеравно, котангенсь угла, образуемаго ея касалельными еъ осью 
цилиедра; поэтому параметрь этихь винтевыхь лин связанъ съ пара- 
метрожь комплекса слфдующею форнулою: 


Р==— 5. (829) 


ДалВе, формула (327) показывает, что при 8==0 уголь 


т.е. комилекеу принадлежать всё примыя, пересфкающ!я ого ось лодъ 
прямыхь угломь При возрастам 8 уголь 
уменьшается (или, смотря по знану р, прибли- 
жаетея къ ®), и при &— 00, уголь *Ф==0, (или 
Ф= =); т.зе. комплевсу принадлежать всё без- 
конечно далевщя прямыя, параллельныя его оси. 
Чтобы для данной точки М найти соотвфт- 
ствевный пучевь прамыхь комплекса, замтиыь, 
что такъ какъ этоть пучекъ плоскйй (8 132), то 
онь вполнф опредвляется двумя прямыми. Про- 
зедемь черезъ № прямую В, пересВвающую ось у 
хомилекса подъ прямымь утломь (въ точкё 0); Фиг. 45. 
она принадлежить комплексу. Проведемъ черезь 
М прямую 1,, пернендикулярную къ предыдущей и образующую съ 
осью уголь ° 


ы = (- #): 


оыа тоже привадлежить хомиденсу, Иекомый пучекъ для точки М &5- 


— 138 — 


ставлается изъ вовхь проходящихь черезь нее прямыхь, хежащихь 
въ плоекоети (4, #}. . 

Чтобы кайти пучевъ прямыхь комплекса, лежащихь зъ данной 
плоскоети ©, опредфлииь узоль о, который эта илоскость образует съ 
осью комплекса, замВтимх точку С’нхъ пересфченя, черезъ эту точку 
проведем въ данной плоскости прямую, перпендикулярную къ ` оси, и 
за этой прямой отложимь огр6зокь 


2 


Сре, 


эъ ту сторову оч ‘точки С, чтобы уголь а получалех согласно празилу, 
установленному для отсчитывашя угля Ф. Точка Р будеть тогда цен- 
тромъ пучка комплекса зЪъ данной плоскости, 

ели плоскость @ параллельна оси комплекса, то центрь пучка 
находитея въ безконечности, тавъ вавь въ тавой плоскости комплексу 
принадлежать прямыя, между еобою параллельвыя (см. выше о каса- 
тельныхв къ цилиндру). 

Если для дачнато комплекса р==0, то окъ становится спецаль- 
вымьъ ($ 135), вавъ это видно изъ сравненя формулы (328) съ усло- 
вемъ (314). Это подтверждается и формулою (327), въ которой теперь 
нужно принять или 6==0 или Ф=0; т.е. прямыя комилекса или пере- 
сфкають ого 066 или ей параллельны, олёдозачельно тоже ее порес%- 
хають, только на безконечиости. 


Если р==<о, то формула (827) даеть или 8—0 или ф= 


р 
Комилекоу привадлежать тогда всевозыожныя прамыя, пернендикуляр- 
нын въ ови, пересВкающия и не цересЪкающя ее. 910 видно и изъ 


формулы (319), въ которой теперь вужно принять В.и ==0. 


Конгруэни!я перваго порядка. 


140. Основные свойства нонгруэнщи перваго разряда. Въ $ 129 дано 
общее понят о контруэни кавь о системф прямых, принадлежа- 
щихь одновременно двумь коиллекевмь. Указанныя тамъ основных 
свойства `хонтруэнщи примфнимъ. теперь къ случаю, когде даны двь 
зомплекса перваго порядка. Конгрузни, ими опредфляемая, вазы- 
вается вонтрузныею перваго порядка. Основныя свойства ея сл 
дующан. 

Т. Черезъ вавдую точку проотранетва проходить одна 
прямая, иринвдяежащая конгрузнци, Мы знаемь, что прямыя, 
принадлежащия вомпхексу лервахо порядка и проходящая: черезъ данную 
точну, образують плосый пучевъ. Два плоскихь пучка оъ общимь цен- 
хромв имфють одну общую прямую; эта прямая и есть прямаи 
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хонгруэнаи. Мы увидинъ ниже, что могуть быть ташя зочки, В% 
хоторыхъ пучин обоихъ комплексов совцедають; тогда всБ прямыя 
ЭГИХЪ пучвовъ принадлежать конгрузнци. 

1. Во всякой плоскости находитея одна прямая вонгру- 
эннии. Это та прямая, которая одновременно принадлежить пучкамь 
того и другого компленоовь, лежещиме въ данной плоскости. Мотутъ 
быть, кавь мы увидимъ ниже, и тая плоскости, въ которых центры 
обоихъ пучков соваадаютъ; тогда, всё прямыя этихъ пучновь принад- 
лежать полтруанши, 

141. Директриссы нонгруэнщи. Существують дв прумыя, ко- 
торыя перосвкаются зоБми прлыыми конгрузиц!и. Это даеть 
натдядное предотавлеще о томъ, изъ чего состокть вонгруэнин. Эти 
прямыя называются директрисеами. Онв могуть быть впрочемь и 
МЕиМыМи; тогда эта наглядность исчезаетъ. 

Докажем существоване диревтрисск. Пусть будуть 


Са, п-ЕВ,.щ==0, 
р. (830) 


а. а, м 


уравневя комплевсовъ, опредёляющим» конгрузнийю. Комплекоь 
Ч=а +, =@ + в) а, у) щ=о (381) 


при какомъ угодно значени множителя Х, содержить ве® прямыя той же 
ковгрузнщи, тажъ кавъ эти прямыя, удовлетворяя уравнетямь (330), 
уловдетворнють и уравиенно (331). Между звачешями ^ существують 
два танихь, при которыхь воиллекоь С’ становихея спешальнымъ. 
Необходимое и достаточное для этого услоше (814) выразвается те-^ 


перь тавт; 
(мл, Е) =0, 
и 310 даеть дия ^ квадратное уравневе: 
{2 .6,)А2 -- (ао. В, а...) а, В, = 
Если корни этого уравнешя, № и ^", дъйотвительные, то хомплекеы 
_ аа =е ока, =о 


спещальные, т.е. хаждый изъ нихъ состоить изь воевозможныхь `пря- 
мыхь, поресфкающих» ось вомплевсй; & тажь накъ оба эти комплекса 
содержать всевозможныя прямых контруэнии, то эти прямыя должны 
всё пересфкаль ось того и другого изъ слещальныхь комплевсовь. Эти 
ови и представлають собою директриесы конгруэнцуя, 

Мы не будемь останавливаться на случа, когда корни уравкешя 
(332) раввые; замВтимъ тохько, что тогда въ систем вомплекеовъ (331) 


(882) 
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фактически только одинт спешальный, и что прямыя далной коперуон- 
Цин въ этомь случай должаы пересфкаль ось этого комплекса; по не 
36% прямых, нересфкающтя эр ось, принадлежать конгруэнции; бли- 
жаймее опредфлеше ея прямыхь требуеть болфе детельнато изелёдо- 
Вадя, котораго мы производить не будемь (ем, иапримбуъ Кое$ез, 
Оботёыме гее6е, стр. 35). 

Изь сказаннаго въ $ 133 о сопряженныхь прямыхь слёдуеть, что 
директрисеы ковгруэндри суть сопряженных прямыя вакъ по отношенно 
ыь одному, такъ и по отнощению №5 хрухому комплексу. 

142. Относительное положеше директриссъ. Въ спещальномъ ком- 
илеье! а.п-- №. ==0 эдементы, опредёляюцие его ось, суть векторы 
Ъ иа (моменть вектора 5); иоэтому, если № и А” корни уравпони (332), 
10 положеше диревтриест копгруэнщя опредфляется элемептами 


д = -НХЬ,, ша’ =а, РР а,, 
м" = В, НА, та" а, -- "а, 


Для угла между директриссами имфемъ: 


чак’ совет, п") = ше .щ" == 0, А.) ВК) 


= НОМ Вд-Р,, 


куда по уравнемио (382) нужно цолотавить 


ии АЕ 
| а 


Дли кратчайшаго разстоящя 2с между днректрисеами воснользуемея 
формулою (295); по ней: 
реа == Е М) (аа и Е. 
У: + 5ъ)х ®, + мА 


Принимая во внимане, что по уравнению (382) 


1 = > 
а, Увы, Ра В — 4, В, Ъ,), 
находимъ: 
Зоа- Вр аль ВО ею 
[С 


уе (а Во) 
Хы 


143. Опредфлене половешя отдфльныхь прямых нангрузным. Пусть 
‚.требуетен опредфлить прямую конгруэнши, проходящую через дазпую 
точку (г). По формул» (301) для этого иыфемь условя: 


(4-0, ХЕ]. и ==0, Га, + (№, Хх}. п==0; 
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поэтому вехторь п порпендикулярень къ вектораль а, -- (6, Хг) и 
а, |. Жтг), и можно припать 


п= (в, ХЕХ 
ше жи, 


0х (834) 


Цусль теперь требуется опредёлить прямую копгрузищи, лежащую 
в5 данной плоскости 


8-Е 


Шо формулжв (309) мы найдемь центры тёхъ пучковъ каждаго изъ ком- 
плексовь (330), хоторые лежать въ этой плоскосхи: 


БЬ, —х8, ИНЬ, —@ хр 


3 


мокомая прямая проходить черезь эти точви, поэтому джя нея можно 
Взять: ” 
МЕ Ха х г, 


144, Особенный случай нонгрузним. Между спешальными видами 
нопгрузиши заслуживаеть знимашя слёлующЕ, Пусть данные ком- 
длекоы (330) оба епетальные и кромЗ того ихь оси перескаютел, 
чавь что у 

а. 6, =0, а, .5. 
а, --а,. В, 


Въ этомъ случа уравнеше {332) обращается въ тождество; но тецерь 
вепосредетвенио видно, “то вонгруэнди состонть изъ вов прямыхъ, 
лежацихь въ плоскости осей давныхъ вомнлехеовъь и изъ Вох пря- 
мых», проходящихь черезъ точку пересфченя этихь осей. 


Двучленная групиа вомплехсовъ. 


145. Поверхность осей двучленной группы. Комплексы (331), со- 
отвбтетвуюне различнымь значениямъ параметра А, составляють цВлую 
систему комилекеовт, которая называется обыкновенно двучленною 
групною коиплексове. Оси всЪхь этихъ комплевеовъ, такъ 
кавъ ихъ положение завменть только оть одного парамезтра ^, обра- 
зуютъ сплошную поверхность. Эта линейчатан поверхность нграетъ 
большую роль во многихъ вопроважь вакъ геометри, такъ, въ особен- 
ности, механики. Она называется цилиндроидомъ и, накъ мы увидимь 
ниже (8145), тождеётвенна съ тою поверхностью, поторая уже разема- 
тривалаеь въ упражнени 29. 
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Замфтимь независимо отъ этого нвкоторых основных евойства, этой 
поверхности, При этомь мы будемь отраничизальол предположененмь, 
чо дирежтрисеы хонхрузныя дЪйствительныя. Превде всего хетко ви- 
дать, что ве образующих этой поверхностя параллельны одной 
плоскости, :0й, которой паразлельны оси двухъ данныхь комилексовъ. 
Вь 8 137 было подазано, что ось комплекса, 


а. и--Ь.ш==0 


имфеть направлен е вектора №; сяфдовательно ось ненкаго комилекса 
изъ групиы (331) иметь направленю вектора 


Ъ=Ъ,--,. 


Отсюда видно, что при всякомъ ^ вевторъ Ъ комнлянарень съ векто- 
раяи Ъ, и Ъ,, что н требовалось доказать. 

Дэлфе, покажемь, что ве образующия этой поверхности 
пересвкаютъ одну прямую $, ту, которая пересвхаеть. осн обояхь 
денныхь комнлексовь и къ вимъ перпендикулярна, Дая этого зам тимъ, 
зто эта прямая принадлежигь контруэнийи. АФйствительно, волкая пря- 
мая, пересВкающая 96 вомплекса подъ прамымъ угломъ, нринадлежить 
этому комплексу, & сяфдовательно срямая } принадлежить обонюъ дан- 
нымъ вомплексамъ. Выше было показано, что оси позхь вомплексовЪ 
хвучхенной труппы нарахлельны плоскости, которой параллельны оси 
двухъ данныхь вомилекоовъ; отсюда елВкуесв, что прямал $ перкенди- 
вулярна ко вефуъ этимъ осямъ. А тавъ кавт она, прянадлежа гон- 
трузяции, принадлелииь каждому изъ комплекоовъ двучлонной трупны, 
то она должна перес®вать оси войхь этихъ вомпленсовъ. 

Сь измфнешемъ ^ мЬннются; и направлене оси комплекса, (331} 
и отношене ея хратчайшихь разстоян!Е с, ис, отъ директриесь 
конгрузнцай. Покажекъ, что эти разстоянуя пропори!ональчы 
тантенсамъ утловъ, образуемых осью комплекса съ дирек- 
триесани. _ 

Тавъ кань по даннымь двумь помнлевеаыь (880) мы зеегда мо- 
жемъ найти слешельные, оси которыхь служать директриссами, 10 мы 
можемъ, длл упрощетя формулъ, еъ самато начала предположить, то 
двучлениая групи вомплекеовь задала ея двумя спеальными ком- 
плехсами 


и-Ь.м а). п--,.ш (335) 
мы Инфомь вк этонъ. случаВ условия: 
а. =0, а,. В, (836) 


Оси 1 и В этихъ комплекбовь опредфляются элементами (8 137); 


и — В, ша, 1.536, Ш, =а,. {387) 
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Если 2с кратчайшее разехояне между этими осяжи, то по формулё {297; 
ихи (333) 


Зе ам (888) 
И хыя 
ели 21 уголь между осями, го принимая во вчимане, что 
У, Х В, = ВВ, вт 21, 1.1, =, 00321, 
имЁемъ: у 
ви - УХ. -(889) 
:- В. 
Пусть бухеть 
(в, %в,) .и--(®, Е №). т=0 (340) 


одинъ изъ комплексовъ данной группы, р его параметръ, с, с, кралчай- 
пия разетольйя его оси от осей комплексовъ (335), 1:,Т» ея углы съ 
послЪдними. По формулВ (328) и по усломямь (836); 


ад, -4-000 Мара: 
+ ОР} вт 


а-по формулавгь (323) оеь # комплекса (340) опредфляется элементами: 


ВМ, Ма, 5 Аа) — р, Е, 


моэтому по формул (297): 
(Ва ва -- 21. а) — №: (В: - №). 


ХИ, Хо 
с быв р. мы (842) 


. Ух 


Вегавияя сюда выражене (341), находимъ: 


& в. +2) 
& `В, №, 


съ другой егороны аналотично съ формудою (339): 


Ув хья Увы 
Ро ТЬ у Вы - 


Сравнивая, мы и находим: 


4 —И& 348 

& в’ (843) 

146. Главный оси двучленной группы. Въ числу комилексовь дву- 
членной группы принадлежать два таюе, оеи воторыхь цересёкаютсл 


— 144 — 


поль прямымь угломгь, двдять пополажь кратчайшее разетояяе между 
директриссами и направлены. по бисеевтрисаль смежных углов межу 
яослфяними. Эти оси называются главными осями двучленной 
труппы комилексовъ, & точна изъ нересчены центромв дву- 
члениой группи. 

Найдель прежде всего значешя множителя ^, рота втотвующы 
хВмъ номплевоаль группы, оси которыхъ дблять пополамтъ хратчайшее 
разстолне между диревхраесами. Для этого имемъ условю, что выра- 
жены (342) должны быть разы; оно даеть для А два рошеня: 


5, 


.. 
„› 


2. 


которымь соотьфтотвують два комилекое изъ группы (840): 


(ма, п --(6.В, --.Ъ,) „ш==0, 


(6.5, — ва.) и ФВ, — В.) м0. (845) 


Оси нхь имВють изправлешя векторовь БВ, -- ВЮ, и В, — В, н 
взаимно нерпепдикулярны, потому что 


Ч, --В) В, ВВ) = 


Найлемь теперь углы, образуемые этими осями Ь и & съ директрие- 
сами. Ташь ванъ направлешя послёдинхь опредЪляются направлеями 
векторовъ В; и В, то 


+03 (1. = 
608(1,, 1} == в, Бья " 
ь, + 1-1. 
в08 (1,6) = ие, 
”° Увы, ыья 


1.-8. оби и 1, направлены дфйствительно по биссехтрисамъ угля (2, 1,). 

147. Уравнеше цилиндроида. За, оси (2) и (у) примемъ главных оси 
двучленной группы, а за ось (2) линно кратчайшаго разетояня между 
директряеважи. Ве образующия цилиндронда ивраллельны плосноств (2) 
пусть будеть { одна изъ этихъ образующихь и ф ея уголь съ оеью (=), 
Для вобжъ ея точекъ имВемь: 


=; {345) 


дли онредфлешя # воспользуемся формулою (848), въ которой можно 
поставить: 


ее ==е 2) (346) 


это даеть 
(347) 


Уравнене цилиндроида получится исключешемь угла ф изъ уравненй 
(345) и (346); 
Е 2 
(и-у»= Зву. (348) 
Составляя по формул (324) выражеяя для параметровъ. р, и-ру т6хъ 
вомплевеовъ (344), оси которыхъ главныя; 


Ф би, В + а.) ав а 
2 В, о № ФВ 


(349) 


& по форхуламъ (338) и (339) выражене пля коэзффишента, въ уравие- 
ни (348) пилинхроида, легко убфдиться, что 
ЕЯ 
Зато 2 =. 

Изъ упражнешя 79 видно, что па- 
раметры глазныхъ оеей увучленной труппы 
нграють ЗдВсь такую ве роль по отно- 
шенно къ пераметрамъ другихь комплек- 
созь той же груниы, какую параметры 
вЫНтОВЪ съ взаимно-периенднкулярными и 
лересВкающимиея осями игралотъ по отно- 
шек!о къ нараметрамъ винтовъ, полу“ 
чалощихся оть сложен прехыдущихт. 

148. Случай, когда директриссы кон- Фиг. 46. 
грузнши ининыя. Дилиндрондь я въ этом 
случа сущеоглуеть, казъ это видно изъ сказаннаго въ 9 143, 
Центрь и глазных оси двучленной труппы тоже существуютъ, но не 
могуть быть находимы способом, указаннымь выше для случая дВй- 
ствительныхь директриесъ. Чтобы нхъ найти, можно было бы посту- 
пить слёдующимъ образом: отыскать значешн \=”, ^==А”, для ко- 
торыхъ параметръ комилекеа двучленной группы 


Е). Е) 
фу 


получаеть значешя мавсимумъ и минимумъ; оси соотвфтетвенныхь ком- 
пленсовь оказались бы тогда пересёкающимиея и взанмно-пернендиву- 
лярными; эти оси и были бы главными; уравнеше дилиндроида, отне- 
сенное къ этимь осямь и въ оси ковгрузншми, получилось бы въ преж- 
немъ видф (348). 

Не останавливаясь ка этомь подробнфе, за тиать только, что и 
35 случаев дЬйствительныхь директрисеь параметры д» и 3» въ Форму- 


1, Сомовъ.--Веззоршльный пналваъ. 10 
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лахъ (349) намбольций и наименьший изъ возхь параметровь увучлен- 
ной труппы, чвмъ и объясняехея уразанный выше путь изелфдован!я 
для случая мнимыхъ лиректрнест. 


Сяетены прямыхь, ирипахлежащихт. одноврененно трежь или 
четырень коннленелит перзахо порядка. 


149. Система прямыхъ, принадленащихь тремъ комплексамъ. Вт, 8 127 
было уже указано, что прямыя, принадлежащая одновременно тремъ 
какниъ либо комплексамъ, образуютт, вообще говоря, линейчатую ио- 
зерхиость. Разомотрихь тедерь, какова эта поверхлоочь, если комплексы 
веб три перваго порядка: 


(350) 


ВеВ искомыя прямыл принадлежать тавже важдому изъ комплевеовъ 


9, 


(351) 


при какихь угодно значещяхь мвожителей \ и р. Между этими вом- 
плексами зожно указать безчнеленное множество компхекеовъ спед:- 
альныхь, подбирая соотьфтетвеннымь образомь множители № и р. Мы 
зваелгь, что прямыя «пешальнаго вомплекса, пересфкалоть, 210 065; пю- 
этому ‘исвомыя прямых пересвиаоть оси вовх спещальныхь комилек- 
совъ, привадлеващихь трехчленной групп (351). Извфетво, что пря“ 
мын, иересфкаюния три далныхь прямых, образуютъ уже опредфленную 
линейчатую поверхноеть, а именно поверхность второго порядка, въ 
общемь случа поверхность гиперболонла. являясь юри этомъ одною 
язь двухь енслемь образующих» этой понерхностя. А так ваш ноко- 
мая система прямыхь пичвыь пе можеть быть другимъ, кабы зиней- 
чалою поверхностью, то ясно, что 1) система 5 прямыхь, принахлежа- 
щить тремъ комплевеамъ перваго порядка, иредставляеть, вообще 
говоря, одну систему образующихь линейчатаго гинерболоида и 2) дая 
опредфлешя этого гиперболонда лостаточно взять вакнхь-нибуль три 
спешальнихь домилекеа изъ группы (351). 

'Услоше, чтобы комвлекеъ (351) быль епешальнымь, состонть въ 
слвхующемт: 


(а, 4-2, вы). 28, во (95) 


Взавь произвольное зкачене ^==®, мы получаемь отеюда два значе- 
ви В=р, ие, при воторыхь комплексь (351) дВлаетея спешаль- 
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нымъ. Берл еще другое значеше ).—\", мы кайдемъ еще два значеня 
= &ЕЕрр дающихь спешальные комплексы. Пуеть будуть #,, 2.1. & 
оси этихъ комплекоовт. Вс прямыл, пересфкающ!я оси 1, 8, %, ври- 
надлежатъ искомой систем 8; что воз эти прямыя цересВкаютея и 
&<Ъ прямою Ё, елёлуегь уже само собою изъ предыдущахо. Прямыя 8 
принаклежать одной систем1; образующих» тицерболоида. Пусть будуть 
Т.Г," три изъ этихъ образующих; всЪ прямыя, ихъ пересфкаюия, 
принадлежать другой снетемё образующихь того же гиперболонда; 
слфдовательно этой послённей системв принадлежать и прямых 
1, В, &, 1. Если бы мы выбрали другя знаяен!я для Хи в, удовле- 
творяюлия условпо (857), то мы пришли бы къ такимъ же заключе- 
нммъ. Поэтому можно вообще сказать; вс прямыл, принадхежания 
одновременно тремъ компхексамь'(350), составляють одну си- 
стему образующихь линейчатаго гиперболойда, а вс%. ови 
зпещальныхь компяексовъ (351) составляютъ другую систему 
образующихъ того же гиперболонда. Въ частности эха поверх- 
ность можеть конечно обратиться въ линейчатый параболоидь, въ 
онусъ или въ лилиндръ. Условя, при которыхв это произойдеть, мы 
зпрочемъ разбирать не будемъ. 


150. Уравненее гиперболоида, содержащаго найденныя системы пряиыхъ. 
ВеБ нрямыя, принадлежения первымъ двумь изъ компленоовъ (350), 
опрехвжнются формухою (334), по которой каждой точеВ (г) еоотв®т- 
отвуеть одна прямая и съ моментомь ш=г Жи. Точки иокомато 
тичерболоида суть талыя точки (Г), для которыхъ соотвётетвуюния 
имъ прямыя удовлетворяють и третьему изъ уравненй (850), или 
уравнево: 


Га, -|- (6, Х г.п ==0. 


Подетавляя сюда выражен (334), мы и находимъ Уравневше гипербо- 
лоида въ вежторальной форм; 


[в + ®, х] х [а, - @ Жт). (а, 0, Х г] = 


(353) 


Повидимому здфеь перемфиный полярный вевторъ входить въ трехъ 
изюфремяхь; но если мы соотвфтственный членъ 


хх хь. Хх 1) 
преобразуемъ ло правиламъ векторальныхь умноженй, то мы увидимь, 


что тамъ т останется только въ двухъ изыфреняхт, 


161. Трехчленная группа номпленсовъ. Састема комилексовь (351) 
составлнеть таль называемую трехчленнгю группу. Число везхъ этихь 
комплексов, вакъ завислщихь оть двух произвольныхь параметров, 


20* 
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представляется безвонечностью второго порядка. Въ 8 149 указаны 
принадлежаяще этой групи спешальные комплексы, т.-е. таке, па а- 
метръ которыхъ р рапенъ пулю. Чисхо ихь предетавляетон безконеч- 
ностью перваго порядка. Каждому иному значевщо параметра р соот- 
вЪтетвуеть тоже безконечно большое число комплексов группы (351). 
При данномь р имфемь для нихъ уелове по формулВ (323): 


был в). Ен — об в, --чь 


Оси зеЪхь комплексовъ этой частной группы (р) тоже, кавъ и оси 
спещальныхь компленсовъ, составляютъ одну систему образующих 
нВкотораго линейчатаго гиперболонда. ВсВ эти гиперболоиды соосны. 
На долавательствв этого мы останазлинатьея ве будемъ. См. В. В\, 
ТВеоту оЁ зотелув (илн также Туеотейзере МеслашИе эбалтег буцетле, 
В. Вы--Н. ОтахеШиз), гдё эти вопросы изложены въ связи съ теошей 
винтовь и 6% соотефтотвенными вопросами механики. 

152. Прямыя, ‘принадлежашИя четыремъ номпленсамъ перваго порядка. 
Мы уже зиаемъ, что число прамыхь, принадлежащихь вакинъ либо 
четырезь комолексалеь, вообще говоря, конечное (8 127), Число пря- 
мыхъ. принадлежащихъ одновременно четыремъ комплексам 
перваго порлдка, равно двумъ. Эти дрямыя могут быть вирочемь 
и мнимыыи. Пусть будуть заданы комплексы: 


0. 


Св. п щаы0 
С. =. п--Ъ,.щ=0, 
ба. и В. щ=0, 
О, =а, п В, м ==0. 


Комплексы О, и 0, опредфляють въ совокупности конгрузнию, ком- 
плевсы 0, и С, другую шовгруэнцию; искомыя прямыя принадлежать 
и той и другой конгрузнцуя и поэтому нерееВкають диревтриесы этихь 
конгруэнщй. Такимъ образомь, если эти директриссы дЪйетвительныя, 
вопрос» ‘еводитея въ опредфленю прямыхь, пересфхающихь четыре 
данныхь. Такихъ прямыхь можеть быть только дв, дфйствительныхь 
или мнимыхь. Это видно изъ слёдующахо разсужденя. Пусть будуть, 
1, В Ы указанный диревериесы; всф прямыя, пересвкаюния 1, 1,, 1. 
соотавляють одяу систему образующихь линейчатато гиперболонда, и 
исиомыя прямых должны принадлежать этой системв, & вромф того 
онф дблавы пересфкалься съ прямою 1. Пряман пересфкаеть поверх- 
ность второго порядка въ двухъ точкажь; пусть будуть Ли М' точки 
переобчендя прямой 1, ©ъ гиперболоиломъ. Очевидно,’ что образующуя 
типерболоида, проходяпия черезъ Ми М’ и приведлевания выше- 
указанной систем, и будуть искомыя прямыя ри Р. ели прямая № 
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пересВкается съ гиперболоядомъ, то прямыя Ги ? дЬйствительныя, 
вели ова типерболонда касается, хо эти прямыя совпадать, а если 
прямая 1, съ типерболоидомв ие пересзкаетея, то прямыя фи ? 
мнимыя. 

153. Четырехчленная группа нонплексовъ. Такъ называется‘ система, 
коупленсовь 


а, во, в, 0 


при веявихь значеныхь множителей *, 1, у. Число этихь комолексовъ 
можЕо изобразить безконечностью третьяго порядка; въ числБ ихъ 
существуеть безкомечно большое число: второго порядка комплексов 
епещальныхъ, такъ какъ для этих» комилексовъ множители ^, в, > 
связаны однимъ услошеме: 


(а, На, ар, НМ, в, + 6) =0. 


Для опредвленя прямыхь [м Г можно было бы, ьыБего четырехъ 
директриесь предыдущего параграфа, взять оси зюбыхь чегырехь изъ 
ЭТихЪ спенальныхь комнлекеовъ, такъ вакъ ве эти оси пересфкаются 
©ъ искомыми прямыми. 

Что касается до сововулности осей веёхъ слешельныхь комплек- 
вовъ, то он образують зонтруэнцйо перваго порядка. Вз самомъ дфя, 
онв воз пересфкають прямых [фи Р, & число ихъ изображается безво- 
нечностью второго порядка. 

Можно было бы показать, ч1о веякому ‘значеню параметра р 
боотеВтетвуеть частная группа комнлевсовъ. оси которыхь тоже соста- 
влуютъ конгруанцию перваго порядка. Оси же веть вомплексовь 
четырехчленной труппы образують нфноторый воиплекоь второго по- 
ряцка. 


Криложетя линойчатой геометрии въ иеханикв. 


154. Общее замфчаше. Разсмотрфнныя выше системы прямыхь 
(комплексы, кокгрузнии, линейчатоя зоверхности) играють родь въ 
ТВхЪ вопросахъ механики, гдф векторы, имвюш!е какое-либо физиче- 
ское значеше, подчинены нфвоторымь общимь для нихь условямъ, 
Такихь случаевь представллется иного и вЪ кинематики въ стазик& 
и въ динамикВ. Мы приведемь только нфкоторые главнёйцие изъ 
вихъ, относяшеся въ кинематик® и къ статикЪ, не вдаваясь въ болфе 
подробное ихъ изсяЗдоване, которое можеть быть найдено въ различ- 
ныхъ рувоводотвахь по теоретической механикЪ. 
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Призощенщя въ мищенатии®. 


60, Коипленсъ пряныхъ, перпондинулярныхь къ скорветамь тачень твердаго т\ла. 
Въ упражнений: 15 (тлава, 11) была выведена формула (74) для скорости очки 
тверлаго тжа въ общемъ- случав его лвиженя: 


®ьх— 


Цредотавиьиь себ въ каждой точьф ("} тВла пучежь эрямыхь, перлевдикуляр- 
янхь нь скорости этой точ, и покажем, что совокузность вевхь этихь иря“ 
мыхь составляеть комолекоь пернаго порядка. Действительно, услоще в.у=0 
деть 


ы 


(854) 


АЕ 
[ть — © Же] по Хт. =, 
, —©<хь] и ЕХ и.о =0. 
ох ие ао, (856) 


Параметрь этого колиленел, 


`равенъ парометру винтовой скорости. Ось этого’ компченса, опредьляется ло фор- 
муламь (324) элементами 


и, 


Вы @ Хз) — 
= хх в --&Хь 


ая 


61. Показать, что комплекс» (855} становится снешальнымь, вели виетовое 
двпиеше замнить простымь вращательные. 

$2. Видоизифнениов кинематичеснов толноваще номпленса перзаго порядна. Изъ 
кинематики твердаго тфла пэвфетно, что если у какой-нибудь иринадлежащей 
тзу прямой лнвы есть точка, скорость которой въ ней перпендивуларна, то я 
скорости воЪхъ вругахь ея точекъ-нь ней перпендикулярны. Сововупноеть вех 
прамыхь, непзмфнно связанных съ двятающимея твердым т®домъ и обвадаю- 
щихь свойствомт, что скорости ихъ дочек пъ ним перпевдивуларвы, образуеть 
вонплекоь перваго порядна. . 

63. Кинематическое значане сопряженныхь пряныхъ. Во воякомъ ланжев! твер- 
ато тВла скорости его точекь могугь быть разложены па двф составляюлия, 
соотвфтетвуюшил вращенамъ твердаго та окодо двухь осей, вообще говоря, 
между собою не пересфиалинихся. Эти оси возывахтся сопряженаыии осями вра- 
щен/я и предетавузють собою нару солряженвых» лрямыхъ (8 133) по отношенно 
къ увазанному выше комплексу. Тавихь паръ сопряженныхт осей вращеюя без- 
чнелениое множество: одна изЪ яйхъ можеть быль взята провзвольно п Е» ней 
‘подыскава другая но формулазь, которыя выведены въ 8 133. Во прамыя, пере“ 
офкаюлия пару сопряженныхь оеей, ‘обладяють свойствомъ, чо сворости их» 
очень въ ишиЪ перпендикулярны; эги прямыя образують нонтруэвиио перваго 
порядка, а сопряженных осн вращеня епужель ей директрибсами, 

64. Общая пара сопряженныхь осей въ двухъ слагаемыхь двименнхь, Предполо- 
Жиль, что вишен ю твердаго тфла разхожено на два двпжевя такныьв образом, 
то скорость всякой его точен лвляезся геометрическото сумыою скоростей той же 
точ въ слатоеныхь движеняхь. Каждому изъ этихь двнжешй соотв®тотвуемь 
вомилексь прямыхь, дня которыхь скорости ихъ точень юъ вимЪ ‘периендику- 


лярны. Прямыя. облия обовиъ компаехеамие, облаалоть этимъ свойетвозеь въ валк- 
домъ лзъ слогаемыхь движений онф составяяютъь конгруэнцю перзато лорядка, 
в дирекуриеом этой вонерузнийх могуРь слузигть сопряменными осями врашеня 
каБь 56 данномъ, тажь п въ каждому пзх слагаемыхь дважен 1. Пусть будут, 
Ти Рэм оси, ® и ©’ соотвфтетвующия иыь угловыя скоросты въ данном двя- 
Жени, ы. Нор, +; | ®--ВЪ олагаемыхь движенёдхь; тогда 


Зе аа, 
р 


85. Услове связи, ограничивающее двимеше твердаго тфла, можеть быть пред- 
ставлено шь видВ уразненя комплехси по отношеняю в вектору ®. По формуль 
(850) скорости тотевь твердаго тВла сзамиотся изъ общей скорости у, поступа- 
тельпато дножен в изъ скорости вращетельнаго движехл ст утловою скоросльто @ 
около ост, проходящей черезь точку (#‚}, опредфляющую своею скоростью ско- 
рость воступательвао двнженя. Всякое „условие связи“ выражается аналитическя 
однимЪ ураввешемь, которое яъ векторальной форыВ деть скалярную, япней- 
ную однородную зависпьоеть для элемептозь 3 К о 


А.В. =; (866) 


покажехь, то опа приводится въ виду 
п. 6.0, . (857) 


тдь в моменть вектора «. Ддя этого едфлаемъ сначала ириведене движеня къ вин- 
товому. Если и постумажельнал скорость вдоль винтовой оси [скорость точвк (г), 
лежащей на, внитовой оси], 2 параметрь внитовой скорости, то и = ро; а по фор- 
зуд (354): 


и 


ув (и: Х в) -- 6 Ж «) 


—в + (6% Х «). 
Отеюдь 
и — (0 Х в) ро в и Х о) 


Подетавлия это РЪ условме связи (356), п получаемь его въ форм (357), причемъ 


а 


АВ Х В), в=В. 


$6. Взавиные аниты. Пусть’ будухь (ру п (Р) два винта (8 12), рн Р их 
варахегры, и Е ихЪ осн, Н вевторъ, пзображающ кратчайшее разстоян{е 
между пими, ® и В передвижвые векторы, лежануе на дааныхь возтахь. Если 
эти винты удовлетворяют, условно: 


(Р+УВ. эВ. ВХо-=0, (858) 


то они называются взаииныму. 910 понят разсмалриваетоя (Ва) прп оире- 
дфденит робомы дннамы (8 82) относительно безконечно-малато винтового пере- 
ифшензя: если (№) влижф и В свла динаны, (2) вннть и ® угновоя скорость 
винтового перемщеня, 10 работа динамы относительно этого безковечно-малаго 
винтового перемщеня выражается форкулою: 


ЕР РВ. н.в Хх 5, (359) 


гаЗ 8 безконечно-малый множитель, Бели винты ззавиные, то эта работа, равна 
вулю. 
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67. Система винтовых скоростей, возмомныхь при одномъ условм связей. Пова- 
звемъ, что если перемфщеня твердато тла подчинены одпому условно вида, (356), 
то спотема возможныхь винтовыхъ скоростей харантерияуется ть, что 
ихъ винты воф взапины одному опредёленному влюту, п лайдемъ послёднйе. 
Пусть будуть г’ п х" начало п конець ветра И, такъ чо В = г" — 1%; тогда 


В. ПЖ = 


хм). ВХ оо, г" ВВ, Хе=о, МВ. в, 
тд} М моменту вектора В. Формула, (368) получаеть видъ: 
[Е (РЕ Е В.в=0.. (380) 


Делая сравнен!е условна связей {856) съ этою |формулою и принимая во внп- 
мал, что абеолотныя величины вевторовь ® и В роли пе пураютр, можемъ 
принять: 
В=вВ 
(РЕВ =АЬВА (6 Х В}, {361) 


откуда п можемь окончалельно опредфлить винить (Р). Умножал геомегрически 
ва К, находит: 


посяф этого формулы (361) даюты 


.В . : 
НАХ Авив х В) +05 В) 


'Итажь, условие связей (356) яЪйствительно можеть быль представяено въ 804%: 
уелоыя взаимности двухъ винтовт, причемъ вивтъ (Р) извфетный п постоянный, 
& ввиты (2), опредфалюлие возможпил скорости, образують иблую енпетему 
комплехеовъ перваго порядка, потому что при каждомь зназены р элементы г 
пр тяовлетворлють уравнению комплекса (360). В члелб этахъ возможныхь вия- 
товъ существуеть ифлый хомпаексь винтов съ параметромь р==0, т.е. осей 
простого вращены: 

` (ИР. + В.ь 


Винты съ параметромь р =— Р образують спешалькый комплекет 
М.Р В. р=0. 


68. Система винтовыхь скоростей, возномныхь пре двухъ услошихь связей. Вувто- 
выл скорости удовлегворяють двумъ убловшиъ выде (360): 


19. + РВ 5.60, . ве) 
9 -- СР, рвы] о В, в=0; 


поэтому веякому произвольно заданному зналешю . параметра 2 соотафтетвують 
влвтовых оси, прянадленаиуя авуыъ комялевсамь первато порядка, те. при- 
вадлежания конгрузндии. Систему вов хь возможиыхь винтовыхь оеей мы по- 
дучниь, ват иснлючимь р взъ уравнений (862). это дасть относительно элемея- 
тТОВЪ ® и | уровнеше 


(№. (2 Х в) + (2. — РУ... 5) +. 
4 (М, «В, . о) — (М, ДВ, . 5) =0, {363) 


воторое опредфтлель номилексь второго порядка. 
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69. Система возмомныхь винтовыхь скоростей при трехь, четырехь и пяти уело- 
яхь связей. При трехь условяхь связей винтовыя скорости уловхетворяють трезь 
травнев(яагь вила (860). Каждому зноченю параметра р соотвфотвують зивтовыя 
оеп, составляюния одну елетему образующихь тинейчатаго гинерболоида 
{8 149). Можно было бы покезать, что `дяВ эти типерболонды соослы. 

При четырехъ устов!лхь связей каждому значению р соотвёхотвують 
в возможных (кббсхвительныя пли мнимыя) звтовыл ост. Ниже (упр. 79) мы 
Увидиыь, что всф эти пары возможныхь визтовыхь осей принадлежать нфкото- 
рому цлаиндронду. 

Мы увидимь тоне (упр. 79), что прп дати условляхъ евлзей остается 
одинъ возможный винть скоростей ср опредфленнымь значешем параметра. 


156. Приложеня въ статинф твердаго тЪла. Въ статикЪ твердато 
ла, комплексы и друмя системы прямыхъ играютъ роль главнымъ 
образомъ, зъ слдующихь двухъ вопровсахь: 1) при изучен системь 
взаимно уравноввтирающихся силъ, лежащижь на данныхь прямыхъ, 
2) при изучеши разновфея твердаго тфла, подвижность котораго какъ- 
либо ограничена условиями связей. Упражневя 70—74 относятен къ 
первому вопросу, а дальнЪйнИя упражнея хо второму вопросу. 


70. Услов разломийости данной оили ло шести данным прямымъ. Задача объ 
этожь разложент рщадась уже въ упражнен 81; она сводижаеь въ рёщенно 
снотемы леести линейвыхь уравцен (187). Возможность эхого ршев!я обуело- 
зливалась тВыт, табы опредвлитель, составленный пзъ коэффицентовъ при шести 
вепзнЪстныхь; п;. ,, ... 2% не быль равенъ нулю, Поважемь теперь, что гео- 
метричесыЙ смысль этого хребованя состонть вв томъ, что шесть данныть 
прямыхъ пе должвы привахлежать одному и тому же комплевоу пер- 
ваго порядка. Для этого предиоложныт, что въ указанвомь опредфхитель, в. 
го носяфднемт столб векторы чь, та, зам Внены перемфичымя векторами м, ша, 
тоже связанными между собою условщенъ и. ш==0, 1.-е. тоже опредфляющими 
зрамую линию, и вриразпяемь этоть опредфлитель нушо: 


ет Ме: Пе ПЕ пе, п.п, 
т. Ша. Ще Пен Ще тЬ нь | 
1:03 1. @5 Из, из п. а пана, т, | 

О оз . жу м пан м, а, мои, | 


=0. [Е 


м. щ 0 мы вы м, и м, п 
о: И 


'Разложимь его по элемевтелиь постьдняго стоябца: 


Дамм, + А. п + Даа. -- Вав. п, + Ваш, и, + Ву. и, ==0, (365) 


тд Д., А... В: соотвётотвенные мизоры; ихъ ‘можно разсматривать, кавъ 
сиаляры въ раззожени пфкоторыхь везторовъ А л В по вектором п., ®,, в, 
предполатаемымь не вомптанарными (упр. 31): 


А=А,-- Ал, Аш,  В= Вл, Ва + Виа: 
зогда уравневе (365) принимаеть вндь 


А.В. м =0, 
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-е. опредвляесь собою номизекоь первато порядка. Элому комиленоу принадле- 
жать прямыя (и: йа;), (из, .), ... (и, п нотому что если въ опредфлитель (864) 
подотавлять эти элементы визето перем нныхь п; т, то два, столбце его двлалотся 
`Тавпыми, т.е. элементы пазванныхь пяти прямыхь удовяетворяють уравненйо 
помилекеа. Можно сказать, что эти пряцыя опредфляють собою комиденел: но- 
тому что, какъ мы знаем (8 136), вомилекоь перваго порядка натью ирямыми 
вполнф опредфляется. Опрецфлитель, составленный пзь воэффищентовт, при не- 
пзвфетныхь въ уразневняхь (157), полуйаенчь теперь вал 


Вы {866 


для разложимости силы по шести прямым окъ ве должень рознязься нулю, 1-е. 
прямая (п,, 1,) ие дозжна привадлежать вышеуказанному комплежеу. Чло п тре- 
бовалось донавать: 

Въ упракнени 33 мы разлахали сиху ло ребрам зетрардра. Фацхичеекоя 
возУОжность этого разложеня теперь вилна изъ того, что месть реберх зетраздра 
пироцжь образомь неё ногуть принадлешань Одному и тому же комплексу нерзаго 
ворядка: а пменио, пряшыя комилевса, ироходящя черезь одну точку, лежал 
жъ одной плоености; вЪ вершинахь же тетраэдра сходятел три ирямыл, не лежа- 
я въ одной илоскосто. 

71. Усломе возможности равнов5оя шести силъ на шести данныхь прамыхъ. Этн 
шесть прлмыхь должшы припадлежать одному и тому же номилексу перваго по- 
ряда. А пленно, теловя равновфеи могуть быть выражены уравнемнии, которыя 
получател, если въ зенторльныхт, уравневяхь (185) и (186) вторыя части замф- 
НИТЬ НУЗАМИ При этом п въ скалирныхь уравнещяхь (187) вторыя части замф- 
вятел нулями, & тогда для совмфетности пхъь иеобходимо, чтобы опредфлитель, 
соетавленный изъ воэффищентовт при нензвЪстныхь, 1.-е. выражен (866} разия- 
лобь нузю. 

72. Услоша возможности разломеня силы по пяти данным прямыиь, Оно лриво- 
дитея къ предыдущему; потому что вели данная сила эквивалевтна пяти снлозрь, 
тб сиза, равная, кротивуиозожная данной и аежешал ва той ле прямой, оф этими 
нитью силами уравновфнивается. 

73. Для возможности равновфсм силъ, ломащихь на пяти данныхь прямыхь, не- 
обходияо, чтобы эти пряхыя ирипадлежали ожной и той же. нонтруэнии перваго 
порядна. А пменно, условия равповфом выражаются урозпевямт, которыл позу- 
чахел, если въ уравнешиху (187) шестые чтены первой части отбросить, а вторыя 
части замфаить нулями. Для совмфетности такнхъ шести уравненй! вужно, чтобы 
две опредфлителя патато порлдка, составленные шз5 коэффищентовь при венз- 
вфотвыхь, быди равиы пулю. Если четыре прамыя считать произвольно зодан- 
ными, 10 каждое изъ этихь условй выражаеть требоваше, чтобы пятая прямая 
приваллежана ифноторому компаексу; слфловательно эта прямая долина при- 
надлежать комгруэнцит, опредфлиемой двуми комиленсажи, Нетрудно уб®длуься 
въ томъ, что веб пять прямыхь должны принадлежелу одной и той же конгрузацеи, 

14. Для возможности. равновоя сидъ, лемащихь на четырехь давныхь прямыкъ, 
необходимо, чтобы овф приналлежале одной сиохемв образующихк чкотораго 
линейчахахто гииерболопда- Въ этожь можно уб®дитьея пазсуждешами, подобными 
предыдущим. . . 

75. Возможные винты: скоростей и уравновфщиваючуяся динамы. По приняииу 303- 
можныхь перемфщешй твердое тЪзо находится въ равновфен, если сумиа работъ 
вебхь елль относительно вофхъ возможиыхь для чфла безконечно-малыхь цере- 
мёлешй разно пулю °). Веб силы, приложенных нъ увердояу тлу, приводятся 


1) Олучей неравенствь зд®еь певлючаетеи изъ раземогр®ня, 
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въ диам в (2, В) (88 73 и 82), п всякое возможное перемёмеше къ винтовому; 
причемъь перемфщене зволкой точки можеть быть замфнено произвелевем» ея 
скоросги на безкопетио-малый множитель пропоршональности {8#). Поэтому воз- 
можпыя виптозыя перем щения опредфляются возмодивыми воитовыми скоростями 
(2, «)} {$ 83). Формула (359) выражаеть работу дипамы отпосптельно безконечно- 
малого винтового перемщеншя; поэтому усхове равновВая состонтъ въ том, 


чтобы 
(РЕ. И.В Хо 0, {ввт) 


Че. чобы винты (Р) н (2) быжи взалмны нли, чтобы выполяллоеь услове (360). 
При этом вопроск о равновфом можеть быть поетавлень двоявкмь образом: 
можно очитайь данными элемеиты, опред®ляюлые динаму, и уёшель вопресз.о 
том, при накихь вантовыхь перемфменахь выполняются условл вида {367) паи 
(360), пли же счихать задандыми возможных винтовыя перем щеня п опредвлять 
х6 динамы, которыя могуть па твердомъ 1616 уравновфипалься вр сопротивле- 
шями вевхь связей, ограничивающихь его подвижность. Формула, (367) нлн (360} 
знолив спыметрична отноеитезьно элементовь, опредфляющихь винть диномы и 
винть соростей; поэтому два указанныхь вопроса совершенно зиалогичвы круть, 
другу: т.-е. если па оспованш одного наи нзсколькихь условй! вида (867) пли (860) 
система, (8) дивамв урбвновЪшнваетея па тверномы ба для кохораго возмовено, 
система, (5) винтовыхь скоростей, то п наобороть, система, (8) динамь уравно- 


. вбщивавтоя на тверхомь "Ълф, для которого возможна система (8) винтовыхь 


скоростей. 

76. Случай одного условия связей, Изъ упролхневя 67 сяфдуегь, что существуеть. 
только олинъ опредфленный виатъ динамы, взаимный еъ винтами возможных, 
вкороотей, т.-, уравяовшизаловиНол сь сопротивяенями этой связи. Абеолютная 
величина, вилы № при этоль ‘роли не пераеть. - 

77. Случай двухъ усло связей, Въ этомь случаф ‘имфемь условЁя. (362), во- 
торый повазывають, что сущеетвують два винта дивамь, взаниные съ винтами 
возможвыхь скоростей. Бо отсюла схфлуегь, что тавихь винтовъ динамъ 6е3- 
числендое множесиво, — это винты веёхт динамь, которыя получаются отъ ©но- 
зкешя двухъ первоначальных дпвамь (Р:, В.) и (Р,, В). ДЪйствительно, сумма 
работь двухъ динамь озносительно кахого-либо виптового перемёщен!я равна 
`работь равнодфНетвующей динамы отноентельно того же леремфден!я; поэтому, 
а6лп винты слагаемых длнам взапывы со вова вивтазиг возможныхь вкоростей, 
то это будеть и дяя вниха ревнолфйствующей динамы. Абсолютный величины 
свяъ В, п В, роди не итрають; м8няя отношене между анын п маждый разъ 
складывал дияамы, мы получаем ябпамы съ винтами, которые вов припадяе- 
жа ниФоторому цпянадроиду. №ъ упражневахь 28 п 39 это повазано для 
частнаго случая сложешя вивтовъ. Не доказывая этого для общего случая, 
замфиигиь только, что элоть вопросъ тБено свазан съ тфыъь, что сказано въ 
$8 М5, №6 п 147 о двуаденной группВ домилексовь (ем. ВаП-бтате 5, 
Мееларйе эьиег буцеше. Зеве!, Тиеоме дег Вемесилв пай йег Ктёне). 

Итакь, при авухь условихь связей мы пыфемь комплекоь второго порлдва. 
возможныхе впитовыхь скоростей (упр. 68) и цилиняроняъ энытовъ дивамт, а. 
вновшивающихея съ сопротивленями связей. 

78. Случай трехъ условГИ овязей, Мы пуфежь здфоь трупиу соосныхь гипер- 
болондовь. Одна система образтющихь кажлаго неъ этыхь гиперболондовъ опре- 
дЪляетф собою осп возможаыхь вантовыхь скоростей (упр. 69); другая окотема 
образующих» предетавляеть осн виятовь динамз, уравповёшивающихся съ со- 
противаевями свлзей. ДФйствительно, на томъ же типербохжонав образующя 
одной систелы пересфкалочел со воБии образующими другой системы, и услове 
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звакмпости (367) выполняетря, если еще яля параметровт динамы и вивтовой 
скоростп вать Р= — р. 

`79. Общ обаоръ винтов (Р) п ($). На случа трехь толовИ связей можно 
оставовлтьея и объ обтавиюлхоя саучаяхь четырехъ п пати условЁЙ связей сдф- 
лаль заючене пл сеноваюм предыдущего, Для этого нужно только ирпиять во 
внизнице, что услове взалмности (367) &пимежричио относительно обонхъ вин- 
товъ (Р) и (2; лишь что воли переставить параметры Ри р, и векторы В по 
одишь па мфото другого, иричемь венгорь # изуфыить свос паправеше ча, иро- 
чивуноложное, то выражен (367) не измфнится. Веяфдоть!е эвого системы уравпо- 
вниважющихея дпнамь при четырех х пити усховихь связей представляють то ие 
самое, что спотемы возмоллыхь винтовыхь скоростей при хвухь или одвомъ 
уелов связей, а возможныя виитовыхя спорости при чезырехь и пачи условяхи 
связей представляють собою ло же самое, что уравповиииваюнияея динамы бут 
двухь и одномь усповяхе связей. Сопоотожлия вое} все скезаниое, мы но. 
чаемь слфлующую чаблииу: 


Унело условй Система виатовь Сисгела, вявтовЪ 
связей, возм. скоростей. уравяов. дипахь. 
1 -..  сыюема вомиленсов» первауо 
порянка ет 1 видть, 
3... система’ понгрузний перваго 
порядка, образующая вом- 
плекеь 2-го пор... -. цпанидропляль, 
3... система образукитухх 0006- 
пых» типербозонловъ. ..  друтая система образую- 
щахь тухь же соосныхь 
хиперболоидовъ, 
4...  цидивдронль о... ‹<истема копгрузаци! 1-го 


- хор. образующая ком- 
плекеь 2-го пор. 
5...  Тоанить еее енстема ломилекеовт, 1-го 
пор. 


ГЛАВА УИ. 


Перемнные вехторы. 
ТГеолотричеекое дифференцироване. 


157. Перемфнный векторъ. Изывнен!е вектора можно поставить въ 
зависимость или оть изыфнешл одной или нвокольнихь скалярныхь 
перемфнныхь или оть изыфнеши одного илн нёсколькихь другихъ 
зекторовь. Въ этой глав мы раземотрямь изивнеюя вектора пер- 
вато рода. ^ 

Разематривая векторь какъ фуньцю одного или нзеколькихь 
скадлрныхь перемёнлыхь, мы приходимъ въ понятно о дифференци- 
ровани векторовъ. Мы разберемь этоть вопроев по порядку дхя ено- 
боднаго, передвижного и опредфленнаго векторовъь и будемь сначала, 
предполагать, что векторъ зависить отъ одного свалнрнато неремфн- 
наго парамелра. * 

158. Геометрическая производная. Пусть свободный векторъ п зави- 
вить отъ одного скалярнато перемфияаго # и предетавляеть неирерыв- 
ную и однозначную функцио его. Эту функцио мы будемь разематри- 
валь какъ фупкц!ю геометрическую, т.-е. будемъ предполагать, что 
еъ изыбнешемъ # опредфлениымь образомъ измфняетсн нетолько педи- 
чина но и направлене векхора, Тажь хакъ для свободнаго вектора 
положене его начала никакой роли не нграеть, то можно это начало 0 
выбрать произвольно и сохранять его при веякоюь зналенши $. Пусть 
булуть ОД и О.’ положешя даннато вектора, соотвфтотвуютия значе- 
мямь фи # независнмаго перемВинаго. По правилу 
теометрическаго сложент можно налисалеь: А 


= -|- 84.4". 
Зекторъ АА’, который нужно геометрически при- о “ ый 
тожихь къ вектору п, чтобы получить изевненный Фиг, 47. 
везторь и, мы будемь называть геометриче- 
свимъ приращен1емь вектора й`и обозначать символом 


в А.А’ =, 
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употреблял знакъ < въ отличе отр знаха алгебрамческаго приращения А. 
При непрерывном изм нении. вектора п безконечно-малому ирираще- 
0 #—$=4$ соотьфчегвуеть безконечно-малое ше геометрическое 
приращене чи, которое будеть, вообще говоря, того же поряшка малоети 
какь и Ак Условимся мазывать пред®ль отношен!я реометриче- 
еваго приращев!я вехтора къ приращенно независимаго 
перем ннаго 


1, = Ш, (368) 


теометрическою проязводною вектора и. 

Теометрическую производвую мы будемъ разсматривать хакъ 
яовый векторъ, и притомъ. тоже свободный, т.-е. будем вышетка- 
занному предёлу приписывать нетолько‘ численное значене, но и опре- 
дВленное напраняене, считая его начало произвольнымь. За напра- 
влен1е вектора п, примежь то направлен, которое получаегь век- 
торь АА’ въ предЪлЬ, когда, съ уменьшешемъ ДЕ, точка А’ стреинтсл 
совпасть съ точвою А. 

Понят!е-о геометрической ‘производной введено повидимому Сэиъ- 
Венаномъ (Зашё-Уепаз 0). 

159. Годографъ вектора. При вепрерывнохь измнени вехтора п 
и сохранени его начала его кояешь А опиесызаеть н№ноторую сплош- 
ную лиишо. Эта линёя называется годогра- 
фомъ (побостарв) ханиаго вектора. Теоме- 
трическое приращене 4.4’ предетавляетея 
хордою этого годографа. Ири перехолВ къ 
предфлу, когда точка А’ стремится созпасть 
съ точкою А. эта хорда принимаеть напра- 
влене касательной къ годографу въ точк8 А. 

Фит, 48. Мы видимъ, 970 напразлен!е геометри- 

ческой производной и, вектора и опре- 

дЪлнется направлев!емз касательной вт годографу въ точкВ 4, 
служащей коицомъ вектора п при данномь значеши & 

160, Геометричесня производныя высшихъ порядновъ. Векторъ п, 
есть опять геометричеевая фунещя параметра & при этовъ начало его, 
какъ ректора свободнато, можно считать постоянныхь и зять иди вЪ 
точкВ 0, начал даннаго вектора, иди въ какой-либо другой точкв. 
Опредфлял подобно предыдущему геометрическую производную век- 
тора п: 


р =, (369) 


мы получаемъ новый векторъ п,, который по отношению къ первона- 
чальному вевтору п называется ето геометрическою произвохною 
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второго порадка. Этоть векторъ имфеть направлене касательной 
къ годографу зекгора п. Мы н его будемь считать векторомь сво- 
боднымь, 

Продолжая эти разоужденя дальше, мы приходимъ къ понятю 
© геометрической производной порядка я; тавь мы будемъ на- 
зявать евобокный вектор п», полученный камъ геометричеекая произ- 
водная вектора ц„_, служащаго геомезрическою производною по- 
ридка в— Е вектора п: 


ты {370) 
Верторъ п» тоже явлнется геометрическою фуньшею параметра“ и 
имфеть направлене касательной къ тодографу вектора Ш»: 35 той 
точь, которая служить концомь этому вектору при данномь значены 
параметра & 


161. Составныя чаети геометрической производной перваго порядка. 
Полное изыфнене вектора зависить оть изифнен!я ето длины и от 
изыфнешя его паправленя. Этимъ отдзльныйь измёненямъ. соотв т- 
ствують отдфльныя геометричесня производныя, которыя можно на- 
звать частными геометрическими производными по длинв и. 
по ваправлен!0. Поемотрямъ, какъ он® внражаются и ПаЕъ. изъ НИХ 
слагается общая (или полная) геометрическая произвохная. 

При изыфнени только длины вектора и точка 4’ упадаеть ка 
ирямую ОХ, съ той или съ другой стороны отъ точки „А емотря по 
тому, улеличиваенея ли или уменьшается длина вектора. Въ обоихь 
случаяхь мы имземь 

тензорь (хп) =Ан, 


т.е, чисженно геометрическое нриращене равно злгебраическому, & 
для тензора геометрической производной по величин находниь. 


и’ Ба 4 ИЕ] 


1.76. эта производная чиелено выражается обыкновенною произвоаною 
отъ и, вакъ аналитической фунеи параметра #. Векторъ, изображаю- 
щ эту производную, будемь строить по общему правилу: его нанра- 
влене опредфляетси направленемь вектора АА’, т.е. оно сознадаеть 
©ъ направлешем»ь вектора и, если Ак_> 0, и ему противуположно, 
если Аи < 0. 

При измЬпени только напразленя вектора и при сохранен его 
длины его геометричеевое приридеяне 44’ представляется осповащемь 
равнобедреннато треугольника АО4’; полаган (АО) Ея, имфемъ: 


ДА авт, 
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поэтому длн тензора геометрической производной ио напра- 
вленгю находим: 


Эизш зв 
А ай Е в 
а и И — за з-д, 
У 
Полагая 
. 49. : 
Чи. 40 Ба-в ть (819) 
окончательно имен: 
а" == ща. (373) 


Мы будемь называть ® утловою производною вевтора и по пара“ 
метру #: Ееди бы этотъ параметръ быль времн, то ® была бы угловою 
скоростью вращеюл вевтора. При’ безконечно‘маломъ измёнени век- 
тора и уголь х тоже безконечно-малый; слёдовалельно уголь (0.4.4”} 
равный */2 — о, безконечно-мало отличается оть прямото; поэтому век- 
торь и.", имя, по общему правилу, предёльное направлен! геометри- 
ческаго приращевя, теперь перпевдикуляренъ въ данному вектору п. 
Чтобы точыёе опредфлить это напразлеше, представимь себ кониче- 
скую поверхпоеть, Боторую описываетъ вектоеръ \, когда его начало 
остается постоянкымъ, и касательную плоскосгь, содержащую векторь 
въ данномъ его положен!и; эта плоскость овредёляеть собою предфль- 
ное положеще плоекоети треухольника АОА’ и в5 ней и лежить 
вектор п;'. Итакъ, геометрическая производная по паправле- 
н1ю ееть векторзъ, периендикулярный къ данному вектору, 
лежитъ въ касательной плоскости въ описываемой этимъ век- 
торомъ конической поверхности и направлена въ ту сторону, 
въ которую поворачивается данный векторв при изм неши 
нараметра $. 

162. Выражене полной геометрической производной черезъ частныя. 
Возвращаясь опять къ общему случаю 
изиВнешя вектора, разложимтъ его пол 
ное геометрическое приращене А/” 


[41 А" на частный иприрашеня: АА” по на- 
правлен!ю и .4”.4’ по величин, чакъ 
что 

№ 8 ВАД ААА ВА А. 


Фиг. 50. . * " 
На направленихь АА’ и АД" овло- 


жимь веклоры: 
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изъ подобн треугольниковь А4”А’ и АВ"В’ слёдуеть, что 


принимая во внимане, что 
АВ =вАВ"-|- «ВВ 


и что эта зависимость сохраняетея и при переход къ предфлу, а стоя- 
пе въ ней векторы обращаются въ полную и въ частныя геометриче- 
св производныя, находим: 


п (874) 


(375) 


163. Составныя части геометрической производной второго порядка. 
Формула (374} примВнима при зсякомъь значени параметра & когда 
этотъь параметръ получаеть приращене Афр, то вс три члена этой фор- 
мулы получають геометричесыя приращен!я, и мы опять имфемъ: 


пин а-я" 
<, == .". 


и 


т. 


По направлешянь этихь трехь зекторов построимъ векторы, имъ про- 
порщональные, которые получаются отъ умножены тензоров предыду- 
шихъ векторовъ на 1/АЁ переходя къ предёлу, имфемъ: 

" 


о < та й 
,=ИШ- а РИ °, 


те. полная геометрическал производная второго порядка есть геоме- 
трическая сумма полныхтъ геометрическихъ производныхь отЪ частныхъ 
теометричесвихь производныхь перваго порядка, Раземозтримъ въ от- 
дВлЬности эти слатаеныя; 


хп 


= 1; 


, ы 


Каждая изъ нихъ. состоить изъ ‘двухъ слагазмыхь: теометрической 
производной по величин (у и т’) и геометрической производной по 
направлению (т’ и м”). По формудЪ (371) производная 


Чи Фи. 
Е а 


п. Солоячь—_ Вевлорильный пилить : и 
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и направлена по цу’, т.-е. по п. Но формул (878) 


причемь ® та же самая угловая производная, что и въ формул (378), 
такъ гакь ири изывневи # на А# векторъ и,’ поворачивается на тоть же 
уголь, какъ и 1; вевторъ т" перцендикуляреню къ п,’ и направлен в% 
кабалельной плоскости къ конической поверхности, которую описываетъ 
зекторъ п, т.-е. направлень по п,”. Далфе 


о бы 
р : и п} 


зекторъ м’ направлень по п;". Чтобы надонець опредфлить вевторь *^”, 
замфенмь, что измфнене наиразденя п.” зависиеь отъ хвухь причинъ: 
отъ измненя ноправаешя вектора п, къ которому векторф и.” пер- 
пендикулирень, и оть изифненя касательной плоскости, »ъ которой 
лежить ц,". Первое изифневе даеть геометрическое ириращене, тен- 
и 8 

зоръ котораго 2, зи-5”. направленное, въ предфлв, перпендикулярно 
БЪ п,", ВБ сторону вращевя этого незтора, т.е. противунолояжно зек- 
торт и; этому по формул (873) соотвётетвуегь геометрическая произ- 
водная 


ве ==" 


и векторь м,” направлень ‘противуположно вектору и. Пусть будеть В 
уголь между васательными плоскостями, содержащими векторы й и =; 
изуфнене вевтора “и,” велВлете измбнешя направлетя касательной 


плоскости даеь геометрическое приралтене, тензоръ котораго Зи," ш- 8. 


и которое въ предл перпендикулярно хъ касательной плоскости и слф- 


довательно перпендикулярно въ а’ и вв п”; этому по формул (378) 
соотвЪтетвуеть геометрическая производная 


90." "= == ФИ, 


тд 


Соединяя всф результаты вхфетф, мы нахолимъ, что полная геометри- 
ческая производная и, вектора п состоить изъ грехъ слагаемых: 


У,” по вевтору п. 
У’ по вентору п", 
перпендикулярно къ и и къ 1,". 


ый (376) 


164. Прилоненя въ механикё. Скорость у въ движени точкн есть 
теометричеекая производная ея полярнаго вектора т по времени: 


Ни Е а7т 
ИП др. (397) 


ы 


Ускорен@ м точки есть геометрическая производная перваго порядка 
‚вя скорости или геометрическая производная второго порядка ея по- 
лярнаго вектора: 


Частная геометрическая производная скорости по величин$, 


‚4 г 
=. {37 


9) 
называется тангенщальнымь ускорешемъ потому, что направлена по 
скороети (въ ту или другую сторону), т.-6. по касательной къ траек- 
тори, Частная геометрическая производная екорости по нанравленю 


и" = ор (380) 


пазываетел пормальнымь ускорещехь потому, что перпендикулярна хъ 

‚ екороети. Плоекоеть, въ которой ложить это ускорене, опредляется 
скоростями тит’ въ моменты ё и #-|- А эта плоскость есть предёль- 
ное положен!е плоскоети, параллельной зтимъ скоростям (8 161). От- 
<юда видно, что нормальное уекорене направлено по главной нормали 
къ траентори, тажъ кань вышеувазанная плоскость есть плоепость со- 
прикасаня. Понятно, что въ этой же плоскости лежить (или ей парал- 
хельно) полное ускореше и. Угловая производная есть угловая ско- 
ост» враценя вектора 1, таюъ нажь я воть толь между тит. Ими 
В есть ражусь кривизны траевкгори, то 


(881) 


и формула (380) поэтому даеть: 


В. 


"=а. . (389) 


Цостронмъ по направленно полярнаго вектора г вевторь = иг, 
и С 
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ГАЗ м масеа малеральной точки ("). Количество движежия этой точки 
Е-= му есть геометрическая производная вектора г" 


5 те 
Кит = Ну. 


Поелё этого основной завонь динамики точки предотавлнетсл таль: во’ 
всяый моменть тесметрическая производная количества движеня мате 
`Мальной точки геометрически равна дЪйствующей на эту точку сил Е: 


им, Ни Е, (383) 


Ирнловеша и упражкеня, 


80. Движеше точки въ плоскости задано ея полярными координатами ги $, 
какъ функшями времени; опредълить ея скорость. Отв тъ: По форма (876) 


У (#777 


Члены, столице подъ зпакомъ корня, суть слагаехыя скорости ло родгусу-век- 
тору и въ нему пернендивулярво. 

81. Опредфлоть ускореее въ предылущемь движении. Отв т: Можно при- 
ивнить формулы (876), положивъ тамъ е==0, такъ конь векторъ г остается въ 
одной плоскости. Итавъ: 

@ 
#х 


би" о 


= Уют, 


‚6 ‚($ 
= 


а ой 


82. Ивижете точки вт, прострапотв» задано полярвыми поординатами к, 
$, ©, казъ фунющами времени. Опредфлить ел скорость. Рё шев{е: Опа, соетопть 
изъ двухь частныхь геометрическиухь иропзводныхт вогтора г:к, по веянчинв 


" й й аг 
. Да й =" д . 
ит” по направление, Дян первой мы прио напишень ку ==-ду., Дал опреде 


ня второй найдежь соотв Зтетвующее ей частное геометрическое прирадея!е =^т, 
зависящее оть изыфнешя напразнены вектора г. Это изыБнене обусловливается 
изыбневемъ двухь угловъ, $ и ©; поэтому <”! слагается изъ двухь теометриче- 
екихъ прироллев!й, взаныно-перпелдикузярныхь: "АЗ и узщАф. Соотвтотвующу 
имъ геометрическя: производныя будуть изть свопыи тензорами: 

@ @& 


про, пи еиетВ 9. 
= &’ * 


Итавъ находим: й 
печ, 


& тахъ вакъ эти векторы взаимно-церпевдикудярн ы, то 
, Е заза | 8 
=И (*) и (б +инин (1 


83. Ошредвлить ускорене вгорого порядка въ какомъ-вибудь движеншт 
точки. Огвб ть: Тавъ называегол геомегричесвая производная ускорсшя нерваго 
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порядка пли геометрическая пронзводиая второго порядна оть скорости; она 60° 
«тонть изф трехь слатаемыхь: ` 
У = у" ти, 


ТЕЪ во формулам (876), (381) и (382): 


, (384) 


причем въ послёдней формул А’ есть ращуеъ крученя траекторни 


ры опа, 
В в 
тдВ В уголь кручения, -е. уголь межн; смешными плоскостями воприкасаня, 
Отеюда г ==%/', что и подотавлено вт третно изъ формулъ (384). Изъ сказан- 
наго 3ь 8 163 видно также, что ускореше т, направлено по касалельной къ 
траекторт, у,"—Фпо гаавпой нормали, у.*—по бпнормали. 


Теометричееыя производных различных. соединений свободнихь 
векторовъ. 


165. Геометричесыя производныя геометричесной суммы. Предполо- 
жимъ, что въ геометрической сумы 


8—пу--и-... 


ве слалаемые векторы даны казь геометричесыя фунюши одного я 
того-ве параметра $. При значении #-|-А$ пфемъ: 


ДВля на АЁ и переходя въ предЁлу, мы по общему правилу объ умно- 
жеши на скаляръ должны принимать, что векторы 


5, я, ... 


Е $ 


постоянно сохраняють капразленя соочвтотвенныхь теомезрическихъ 
приращен!й; ноэтому въ предёлё они принимаютъь направлен!я с0- 
отвтетвующихь имъ геометрическихъ производныхъ; отсюда 


8 и и \-... {885) 
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'-е. геометрическая производная геометрической сумны равих 
геометрической сумы геометрических производдых отд ль- 
ныхь елагаомыхь. Вообще 


За — а -Уь----... (386) 
Понятно также, что если 


Ж—=а— 7, 
то 
== 8, — У». 


166. Геометрическая производная произведешя вевтора на скаляръ. 
Еели . 
==, 


тд сваляръ а предполагается функщею параметра #, то при #-- А 
мифемь: 
реа), 
т == Ади Е дтп -— В99; 


ЯЪля на АЁи переходя къ предфлу, находимъ: 
а 
бану; (887) 


т-е. правило дифференцировавя давкаго произведеня совпадаетф сь 
формулою Лейбница, есля тамъ аналитичеекую производную второго 
иножителя зам нить геометричеекою. 

167. Производная геоиетраческаго произведеня. Геометрическое про- 
изведене есть скалярь; поэтому мы должны разематривать не гео- 
мехрическую, а только аналитическую производную этого произведеня., 


Если дапо * 
р= и. 7, (388) 


гдВ а и т геометричесын функши параметра #, то при значеши #|- А 
нифемъ: ” . 
. ВР Ар= и). (9-9). 


Раскрывая скобки по правилу геометрическаго умножения геометриче- 
скихь сумиь и принимая во внимав!е разенотво (388), находимъ: 


8р ии. 


Яфая на А принимая во внимаше, что направленя векторовь отъ 
эхого не измфияютея, и переходя къ предвлу, нояучаенъ: 


р. 


и 


зи 
ет 


„тт. бар -Н Ша де Ншлу ==, .7--1.т,. (389) 
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Мы видим, что правило дифференцировая геометрическато произве- 
дения совпадаеть съ формулою Лейбница для дифференцироваяя про- 
изиеденьт лвухь фунющй. 

Это правило распространнется и на производныя зысшихь по- 
рядковъ: 


@р __ а.) | би. зл 


а & Г & п.п. 
” (390) 
и вообще 
ЧЩ трать. ие и. 
— —® 
р ие и ие: он. -... а (391) 


168. Геометрическая производная вевторальнаго произведемя. Если 
дано 
9—=иЖт, . {8398) 


то при #-- А паходинъ: 


ча = (м-|- хх (®-- 9). 


Раскрывая скобки по правилу векторальнато перемноженя геометри- 
ческихь суммъ, причемъ необходимо сохранять порядокъ множителей, 
и принимая во вниман!е разенстно (399), находимъ: 


т == (Ху) (их -- СХ 9; 
двля на Аё и переходя къ предёлу, получаемъ: 
пра = (ати ху) (их Вы) + (ше х=), 
4, = Хх) -@жу). (393) 


Подобно этой формул легко вывести формулы для геометрических 
производныхъ высшихъ порядковЪъ: 


Ч = (и, Ха, Х,) ЕЕ Х т), 


и вообще 
Ч, ху ах у Виа жд... 
.. ДА КУ (инь х и +... щжъ). (894) 
Упражномы. 


84. Вывести формулу дя иронзводной скалярно-векторальнаго пропзведея. 
ТЕц.УЖ У. 
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ОтвЪь: 


Чеещьт хин. Жми. м. 


35. Вывести формулу для зеомотрической яцюизводной векторально-векго- 
мальнаго пролзведеня 


5=ахеху). 


ва хехж их (а Ж\) -ажех м). 


86. Позмзать, чо геометрическое произведене орта на ето геометрическую 
производную равпо нулю. 

$7. Показать, что везлорельное произведеве орта ца его геометрическую 
производную имфеть свонжъ хензоромь угчовую производную орла, 

88. Показать, что вехторлальное произведен вектора ня его геометриче- 
свую производную имфеть свопмь тепзоромь квадрать тензора вектора, умно- 
женный на его угловую производную. 

89. Выразить ускорене точки (х} твердаго тёла при его явиженйг около ио- 
стоянной осп съ перемфнною угловою скороегью, предполагая, что ось проходить, 
черезь полюсъ. ОтвЪть: Изь формуны для екоросян (72), тез Х в, выфемь: 


и (@х,} + (@ Х1), (395) 
причель 
до ® 
юЖг, о и: 
такъ что 
У=охехи+т чех " т шх Ко фо 


90. Кань измфиитоя эта формуля, еели обь вращения пе проходить через 
и0310съ? 

31. Выразить ускорен!е тозыи (г) при движеныг твердаго тбла охоло пере- 
ыЪнной оси, проходищей черезь полюсъ. ОтвЪ ть: Формудь (395} остается безъ 
изифнены; только теперь , есть полнал геометрическая производная угловой 
скорости. 

92. Выразить ускореше точви (#) вз общемь слузав дважешн твердаго 
тёла, Отвфть: Изь форыряы (74): 


аа 5 [№ Ж (г, — он) [0 Х а — К) {396) 


тд г» ускореве точки (кь). . 
33. Изь формулы (883) вывести закон® момента количества двоже- 
в1л матергальной точки. Рз жене: Эла формула дает; 


ы 


ХЕХ В, 


или 


ще Ха) ЕЖЕ, 


Зевторь з=кЖт, стр моменть скорости, а векторь = ХЕ=хХ шк, з0- 
менть количества движения, Геометрическая производная этого поезфдиято мо- 
мепта: 


8: = та (г, Х ги) Е Х га) = Е Х гу). 


— 169 — 


Итаюь получаем: 
ЕЖЕ 
что и вырожаегь требуемый завопь. Если г Х Е -==0, 1.-6. если сопла направлена 
по к, 10.8; =0 или 8, =0; откуда слфдуеть, что тогца венторь к Жк; сеометри- 
чески постоянен. Этоть результать предотавляеть собою закону площадей. 
34. Изъ формулы (383) вывесги уравнен!е работъ. Умножимь обё части 
этого равенотва, геометрически ма скорость у == г; :, 


ЭВМ. УЕ. У. 
По фюрмуламъ (379) и (890) 


ми и) те 


поэтому 


или, таюь какъ т@#— 


абв. 


Церзая часть этото равенотяя соть приращеще ввнегической энермы, вторая 
часть — элементарная работа. 

Ходобвыхь же образомъ можно вывести облые законы динамньи системы 
малертальныхт точент, разаматривая для этого геометричесвя суммы веБторовъ 
К, №, Еп ихь моментовъ. 


Роль ортовъ въ геометричеекихь ироизводныхт. 


169. Разлощеще геометрическихъ производныхъ по постояннымь ортажъ. 
Пусть векторь и разложень по ортамь: 
Ц 2 -- 2К. (397) 


Если п есть геометрическая функщя параметра #, то скаляры Х, У, 
звляются аналитическими функшяни оть $. Направлен!я ортовъ въ про- 
странетв® могутъ или сохраняться или тоже изибняться въ зависимости 
оть {. Сначала разомотримъ случай, когда орты постоянны. Тогда при 
значеши #-- А# находимъ; 


праха (47-2 --АРЖ = (898) 
откуда волфдетве равенства (397): 
м=421--4 7) --А2К. (399) 


Для на Ари переходя къ’ предфлу, находимъ: 


ЯХ, | #7. &2 
п Р-Н & к. (400) 
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Трилагая эту формулу къ геометрическим»ъ производнымъ выещихь во- 

рядковъ, вообще находимь: 

‚У. 92 

аа Е (401) 
170. Разложеше геометрическихь производныхъ по перенфннымъ ортанъ. 

Въ томъ случа, когда; направлензя ортовт мЁняются Ъ зазисямости 07% 


измёневя параметра мы должны равенства (398) и (399} вамфнить 
вяфдующими: 


па =(ХАХЕТЯ 


1, = 


(УРА У +) (Е А2К-[ ®), 
ЖАРА 
ха турах АУ АЯ. 


Яъфля на АЁ и переходя въ предёлу, находимь: 


а 


ах, ау. ; 42 . : 
ик) +0 В, -- 2, 


о 
тдё 1, д, Е \еометричесыя ироизнолных ортовъ, Послёдн!е три члена, 
этой формулы и опредляють то вльяя!е, которое оказываеть изызнене 
‘направлее1й ортовь на разложене но нимъ геометрической производной 
вектора и. Легко далфёе вывести: 


В 2 (5 ‚ У. _ 42 


52 (ев) + 2, --2%,, 


а также формулу для Ч», которую мы уже не будемъ выписывать. 

Такъ кавъ длина орта не м8няется, оставаясь равною единилЪ, 
то его геометрическая производная перваго порядка состоять только 
изъ производной по направлению; она поэтому въ орту перпендикулярна, 
м численно равна ето угловой производной ($3 161). Это замфчане не 
распроетраняется на теометричесыя производныя ортовь второго и 
высших порядковъ; въ ихъ составъ входить и геометрическая ироиз- 
водная по зехичии%: 

17. Распрестранене форнулы Тейлора на геометричесыя приращеня 
(формула М8буса)., Обратимся къ формул (399), въ которой Х, У, 2 
данных аналитичесыя функц параметра $. По формул Тейлора 


; х. 1 Рх 
и а О 
@ х Е ы ы 
пу рот. 
42. 14, 
АА аи А р М2, 


аи 


тдё Х„, Т„, 2» дополнительные члены разложешл, Подставляя эти 
выражения въ формулу (899), расположимь члены в% елфдующемъ по- 
ряде: 


ах. ат. а, Фу. #2 
Аа На (+ а К) + ... 


АЕ Хх. ФУ. СЯ В ; . 
(Ее Нар КОНЕ УЕ К 


По форшуламь (400) и (401) это.можно такъ написать: 


ли — Ай, ум, 


ЕВ... (409) 


ЕВ ав" 
‚13 


Эта формула и представляеть собою распространеще на векторы фор- 
мулы Тейлора. Мы знаемь, что и есть хорда, стягизающая ‘дугу на 
годографВ вектора п (8 159); поэтому. формула (402) можеть служить 
для представления хорды какъ геометрической суммы векторовъ, про- 
поршональныхь возрастающикъ стененямь приращения параметра $ и 
направленныхь до послбдовательнымь теометрическимь производным 
даннато вектора. Въ такомъ смысл эта формула была дана Мёб1усомъ. 
Она служить между прочимь основазщемъ дин приближеннаго спрямле- 
зя дугъ. (Ом. Г. Сомовъ. Ращональная механива, часть 1, 8 33). 


Призонена о унражневы, 


95. Вывести формулы (37), (873) и (376) при помощн перемённыхь ортовъ. Эта 
задача представллегь весьма полезное прихожене къ 8 110. При разложены по, 
ортама квометрическихь производныхь п; п ц, вектора и возьиемв слёдующуя 
перемфипыя направленя ортовз: { по вектору м, } нъ нему перпендивулярно въ 
сторону вращенфя вектора п, т.-6. въ касательной плоскости въ той коничесной 
позерхносги, которую описываеть венторъ и при своемь изифненш, К перпеидя- 
пуларно въ этой касательной паоскости въ сторону ея вращеня. Мы пыфемч: 


и. 


озтому по формулв (387: 

= ый, 

о. (403) 
Тензоръ вехлора В есть угяовая пронзвохная вевхоре { ($ 170), а потому в век- 
тора а, направлене же вентора 1, опредЪалется трыь, что олъ перлендчкулирень 


иъ Г и направлен въ оторопу вращен!я вектора п, . овъ наиравдень по}. 
Итакь 


Нее, Не} (404) 
Такимь образомь иы находимъ:. 


и. = 9 г Ты), 
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что сотласуетея съ формулами {371) и (873). Опредфанмъ чвиерь геометрическую 
производную №; вторая изъ формуль (404} даетт, 


БЕН. 


Геометрическое приращене =}, служащее дли опредфлев:я $., зависнть от изм%- 
нешя наироваешя орта } въ силу двух обстолтельствь: орть 3 поворачивается 
5 упомлнутой выше касательной плоскости на ТголЪ а, таь нажъ ошь перцея- 
дивужярень иъ и, п поворачивается вехфдетн!е врашеня самой касательной пзос- 
кости на уголь № первое вращенме вызызаеть у $ геометрическое прпраменше, 
паправденное противуполонью вектору и, а соотвфтетвующая ему геометрическая 
производная чнеленно равна угловой роизводпой ®« вектора п; второе вращеше 
вызываеть у} геометричесвое лрирашене, направленное перпендикулярно къ 
касалельной плоскости въ сторону ен врацени, т-е. шо орту В. & соотвхетвую- 
щая этому геометрическая производная пибеть своиль тензоромъ = и =. По- 
этому можно клицеоть: 
Век, 


в + г урок 


ъ 
Велёдетье этото формула (408) получаеть вида. 
и РА а а. : 
(я чи) 2% + 4 4 о, 
зто сотласуется съ формулами (376). 
96. Вывести формулу для производной геохетрическато произведен р? = 1. у, 
когда и и т разложены по ортам: 
и= 1+ 7) 4 2, У=ХН+ УЧ. 
Отв ть; 
ах. 
& 
97. Разложить по ортамъ геометрическую произволную векторельнаго про- 
` изведеня {=и Ху, когда и и разложены по ортомт. ОтеЪфть: Для этого 
можно пли подезавить въ форытиу (398) ныражени п, п, т, 1; черезь орты или 
дифференцировать непосредетвенво лропзведен!е и Х 1, выраженное терезъ орты. 
Если орты сохранлють свое направлен!е, то найдемь: 


ат, _ 2 
& 


ах. ах ар, ах. а 
С о а о 


#2 „, _@Хх ах’ #2'\. 
(их вич -х и 


+ 


Если же направлен ортовь мфияются, то въ этому нриеоедияяются члены: 
{У — 7) + (2х — Ха) — УХК,. 


Перемвнные передвижной и опредфленный веххоры. 
172. Изнёненя передвижного вектора. Для передвижного вектора, 


хром его велизины и натравлевя, имфетъ значене положен! прямой, 
на которой оиъ находится. Цусть задань перемфиный передзижной 
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векторъ элементами в и ш, которые предполатаютея геометрическими 
фунюмями независимаго параметра & и которые, какъ изьВстно, по- 
стоянно связаны услощехмь 


ц.ш 


Геометрическимь измвненемъ этихъ эдементовт обусловливается д изм} - 
нее положен!я прямой деннаго вектора. Пусть будуть фи # положевшя 
этой прямой при значешяхь ё и #-|- А; кезавиеимаго параметра; вопросъ, 
сводится къ опредзяению угла (7), кратчайшаго разстояши № между 
тиф и положешя точень (г) и (то), слуващихь вокцами этого крат- 
чайнаго разстолт!я. Для значешя #-- А имземь 


=, 


ло ци можемь извфетнымь образомъ опредёлить Д (и. и) = А (&Р); 
а дян № имзенъ формулу (295), по которой 


= ш-- 0; 


веера щели 
Умхья Ушх-ия 


По виду здБеь чиолитель и знаменатель одного и того же порядка 
малости; въ дЪйствительности же, при безконечно-маломь АЁ и при 
непреривности геометрических ь функц п и ш, разстояне № безконечно- 
малое. Это видио изт елфдующаго: по условию ш.п’==0‘имъемъ: 


{ит (и -Р 9) = п.м п. п.о 0.10 == 0, 


откуда 
п.м -- м. 


тавъ что формула (405) принимаетъ видъ: 


к-т 


ъ . 
Им ха} 


Полярные векторы № и т, могли бы быть найдены по фориуламь 
упражнений 57 н 58; но мы ихъ найдемъ въ слздующемъ параграфь 
другимъ путемъ, 


173. Зависимости между изиБнемями элементовъ ч и ш передвижного 
вектора и изибненемъ полярнаго вектора ого начала. Начало (г) передниж- 
ного вектора можеть быть взято на его прямой произвольно; отсюда, 
слЪдуетъ, что безконечно-малону 4 не будеть непремфнно соотвЪт- 
ствоватль безконечно-малое же “т, если везторъ г не подчинить нёко- 
торому ограничению, принявъ наприм8ръ, что началомь вектора и слу- 
жить основан Тр перцевдикуляра, опущеннаго изъ полюса ва прямую 
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вектора, такъ Что т,.Ц==0, или принявъ за начало точку Го, одинъ 
изь концовъ кратчайшаго разстоянщя между двумя безконечно-близкими 
положенями прямой даннаго вектора. Мы будемь принимать послёднее. 
Кратчайшее разстояе опредфялетея вевторомь г, — то, который иод- 
чиненъ условямт: 


, 


Иа 


худо, бутоны, 609 


причемь послфдиее услов1е, въ которомь и’ ==и-|-ти, можно замфнить 
сяфдующимъ; 
(ке — то) а =0. 


Кром этихь усло мы имбемь для опредфлешя венторовъ хо и т’ 
еще сяЗдующя: 


Шт Х и, `ш = т Х и. (407) 


Задача сводится къ рёшюевю четырехь уравнеый (406) и (407), изъ 
которых два скалярныхь и два чното зентомальныхь. Напитемъ облия 
зЬшеня уравнешй (407) по формулв (950): 


хм 
А, п 


т 


тд и" произвольные скалирные коэффищенты; они могутъ быть хе- 
иерь опредфлены ао условямь (406), которыя даютъ для Ё ил’ уравнен!я: 
м. Саи 

о» 


ВЕ НЫ и ихи 
Е и = — Ш“. 


а — (и. и)" 


Примфчан:е. ИзвЪетно, что въ выражетяхь моментовъ (407) 
зыфето вевхоровь К, и Ху могуть быть поставлены: 


=. м, хто Ня; 


такъ вакъ элементами и и, какъ фунещями параметра $, оеремённый 
передвижной вевторь вполнф опредзхяетоя, го это замфнеше не должно 
вмять на и. И дфйствительно, 


лв == (то -- и") Х п’ — (по яп) Х п== (то Ж 1) — (№ Ха), 


т,-6. ча отъ в и” не зависить. 

474. Измфнемя опредфленнаго вектора. ОпредЪленный векторъ мо- 
жеть быть, кавъ мы знаемъ, задаль двоякимъ образом: или его геоме- 
зричесхимь значешемь и и полярнымь зекторомь г его начала или 
элементами п, ши +, тд8 о-—виралъ ($ 85). Въ первомъ случав 
векторы И и т разсматриваются кавъ свободные и ничёмя между собою 
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не связаны; во второмь случа п и ш связаны усломемь и.ш==0. 
ообразно съ этимъ, и изифношяхмь опрехфленнаго вектора можно дать 
двоякое предетавлеше. Если даны и и г, то при всякомь значени 
параметра # извЪстны т и <’, по нимъ для измфненй элементовь шие 
изь формуль 


Ш=Ех и, фт. и (408) 

паходимъ: 
зи = (се Х в) и Х ® -- Р.Х «0, (409) 
Арт. иг. зи чт. ти. (410) 


Теперь, зь отлие от иередвижныхь векторовъ, безконечно-малому 4$ 
уже всегда соотвтетвуетв безконечно-малое чт, если только г непре- 
рывная геометрическая функщя параметра $. Изъ формул (409) и (410), 
дфяя не АЁ и переходя къ предфлу, получен: 


ших жи, 1) 

9 илл, (412) 

Если опредфленный вехторъ задянъ элементами п, ш, 9, то фор- 
мулы (409) и (410) мотутъ елужить для опредёленя зе, а формулы 


(411) и (412) — для опредЁлешя т, Для этого можно обратиться въ 
формулВ (252); если удерживать члены перваго порядка, то она даеть: 


(ах 


г 


—ехи- [еб дж\, 


худе нужно подотавить т, опредёленный изъ уравнен!й (408): 


а (их м) ом). 


Для у, такихь же образомъ получаемь изъ уравневйй (411) и (419): 


И АЗ 


ая 


Изиёпеня вектора, завиелщаго оть нфеколькихь скалярныхь 
паразжетровъ. 


175. Полное и частныя” геометричесшя приращешя вектора. завися- 
шаго оть дзухь параиетровъ. Пусть- векгорь и зависить отъ двухь 
незавиениыхь меду с0бою параметровь 2 и у такимь образомъ, что 
при измбнеши каждато изъ нихъ получаеть частных геометриче- 
вещя приращен!я сл и туп; при одновременномь изм$нени обоихъ 
параметровъь векторъ получаеть полное геометрическое прираше- 
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н1е ч@. Опредфлимъ зависимость между этими прирашевями, Пусть 
будуть: " 
\=в04, зи=еАВ, чя-=е40 = АР. 


Чтобы ‘получать изь мервоначальнато зевтора п измфиённый п’, мы 
можемъ поступить дволкнмъ образомф: можно дать ему сначале частное 
эзифнеще т» и построить 


в0В=и- ия 


и потомь измёнать здесь у на у-- Ау, 
зелвдетв!е чего венторь и обратитея въ 


Фиг. 51. и-- у, & @ обратится въ туьл, н мы 
получимъ: 
в02 = пи и -Н(м  з.); (413) 
или хожно сначала построить 
воб=и--тул 


и получить векторь ОД, сдЪлазвь здесь измВненя и на г-р Аз, при- 
чемъ и обратитен въ ры, & уд обратится въ тут -[ тьчуш; тажь что 


тогда 
= и-ыю- бя 


Что въ обоихъ случаяхь получается векторъ ОД тоть же самый, это 
мы должны принять кавъ слфлетые изъ предположешй, что параметры 
< и у независимы другъ оть друга и что векторь и есть ненрерызвая 
и однозначная функщя этихъ параметровъ. Изъ формуль (413) и (414) 
мы получаемь олёдуюния два завлюченя: 

1) Такь канъ векторь чуъщ безконечно-малый второго порядка, вт 
вравневм съ 1, то, пренебрегая имъ, можно ирдяять 


в0р=ш и (414) 


Е = 


ид --т 


‚ 


т.-е. есяя пренебрегать безконечно-малыми высшихь поряд- 
ковь, то полное геонесрическое приращен!е вектора равно 
геометрической суммв его частных» геометрических при- 
ращен!й. 

2) Сравнен!е формуль (418) и (414) показываеть, что 


луч Е ЛУЯ 


л,-е. дополнительный членъ высшаго порядка, которымъ ти отличаетея 
отъ ци --чул не зависить оть порядка изинешя перемённыхь 2 и у. 
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176. Геометричесяя производныя вектора, зависящаго отъ двухЪ пара- 
нетровъ. Построизъ на напразлени т.й векторъ Ах и переходя къ 
прехзлу, мы получаемь векторъ 


который можно назнать частною геометричесною. производною вектора и 
по параметру 2. Точно текь же можно себф представить вектор 


Понятно, что каждая изъ этихь гоометрическихь производныхь можеть 
быть разложена нь геометрическую производную по величинв и на 
теометрическую производную по направленно. 

Подобнымь же образомъ можно придти къ понятно о векторахъ 


ть . тилуй .  дузит р? 
асе М у Шу, вт 


и 


д. 

Н/7. бвязь предыдущаго съ теорей поверхностей. Цолярный век- 
торъ т, зависящий отъ двухъ параметровь х и у, опредёляеть своимь 
хонцомъ точки нфкоторой поверхности. Поэтому изучене геометриче- 
ихъ приращентй и производныхь та- 
кого вектора можеть служить основа- 
немъ при изучеши поверхностей. Для 
пояснетя отмётимь только изкоторыя 
основныя соображешя, которыл здЪфеь 
играють роль. Пусть будет О полюсъ, 
„А вонець вектора г при данныхь зна- 
ченяхъ параметровь хи у, ВО тодо- 
графъ (8159), описываемый векторохь 
т при изм% нени параметра 2, ДЕ годо- 
графъ, описываеный тфыъ же векто- 
ромь при измфиени парёметра у; пусть будуть АА и АА" перем - 
щешя точки А, соотвфтетвуюния прирошешныь Ах и Ау. Шеди пара- 
метры получають эти приращенуя одновременно, то точка 4 переходить 
въ нБкоторое похожее А””, которое уже не ложить на ливи ВСили РЕ 
вели, измняя Ах и Ау, считать отношене 


фиг. 52. 


д 
49 


постоянным, то переходь изъ 4 въ А” будеть совершаться по опре- 
дфяенной лини №. Давая ® веевозможныя значьня, положительныя 
и отрицательным, мы получаемь лини воевозможныхь направлений, 


1, Сомовъ._Ненторюльный аналиеь. 12 
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проходяцця черезъ точку А ло поверхноети. Парамегръь # вмзетВ съ 
лараметрамн хи у даеть такимъ образомь возможиоеть оболфдовать 
эту поверхность въ области точки 4, пользуясь методою векторальнаго 
анадиза. , 

Для примёра уфшимъ слфдуюнИЙ вопросъ; найти на поверхности 
такое направлен!е, чтобы при перем щев:н точки 4 длина вектора г 
пе мЁнялась. Напишемъ: 


тАф 


ди 


ту =. 


тензоры геометрическнуь производныхь по длин, направленныхъ по 
ввктору г, 


РНЕ , 5 
ро ау (415) 


тензоры геометрическихь производныхь по направлено, направлен- 
ныхь перпендикулярно к предыдущимь н лежащихт въ плоскостях, 
которыя годержать векторх г и насательны къ соотвётотвеннымъ ли- 
нымь ВСи ДЕ. Пренебреглая безконечно-малыми высших порядковъ, 
можно нанясать: 


т т, Ау 
У у 9› , 
А тина, (416) 
УРАН", Тау Фу Е ПоРАЕ = и,"Азж. (17) 


Требуемое усломе можно выразить такъ: 


АА» = 


или, по формулам (416) 


‚ ; 
„+, 


откуда опредфлитея и; & послВ этого ло формуламъ (415} и (417) можно 
опредзлить соотввтствующее этому отношене угловъ вращения; 


2. 
ох 


178. Выраженя геометрическихъ приращенй частныхь и полнаго въ 
ортахъ. Если и зависить отъ двухъ парамотровь хи у, то при разло- 
жеши вектора по ортамъ скаляры этихф слагаемыхт представляются 
аналитическими функщими этихъ параметровъ, Выпишемъ рядь отно- 
сящихся къ данному вопросу формуль, ше требующихь дальнЪйшихь 
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поясной. При этомъ предполатается, что. орты неизмённо сохраняють 
«вои направлен я. 


= - 2% 


9х, бУ., 97 
ту (ду зи ду К) АА -ьь 


ТВ =, 1, № в безконечно-малыя высшихь порядяовъ, 

`Сбравнеше формуль (413), (419) ни (420) подтверждаеть сказан- 
ное въ 8 175 0 зависимости между с, уп и 

179. Переходъ къ венторальнымь фуннщямъ. Свободные зекторы, 
лежащие въ какой-нибудь данной плоскости или ей параллельные, мо- 
гуть быть опредфляемы двумя окалярами, и, у, которые являются коэф- 
фищентами въ разложеви этнхъ векторовъ во двум» даннымь векто- 
рамъ а и №, лежащимь въ той же плоскости (8 20), Еели эти скаляры 
перем нные и между собою независныые, то всякой марВ ихъ значений 
<оотвЪтетруеть одипъ изъ номплянарныхь верторовъ 


х=яа-- У, {421) 


и наобороть, велкому изъ комплянарныхь вевторовь г соотвётствуеть 
пара значе скалярныхь параметровь хи у. Въ виду этото, если 
заданъ какой-нибудь зекторь и какъ фукищя двухъ параметров 2, у, 
то его можно разомазривать кавъ фувкцо зектора г, опредфляемало 
формулою (421); такь что задать ли пару значенй 2.у или задать вех 
торъ г, это всеравно. Поэтому изучен!е геометрической фувкщи в двухъ 
независныыхе свалярныхь нараметровь совиадаеть съ изучешемъ век- 
тора какь фувющи другого вектора т, лежцаьо въ данной плобкости, 
ЗВеюторь, зависящий отъ другого вектора, называется ввктор1альною 
фуньц!ею ипослёдняго. Раземётриваемая нами зависимость предета- 
вляеть частный случай векторальной фунвци. ИМи получимь обацй 
случай вегторальной функщи, если будемь разематривать зекторь & 
кашъ геометрическую функцию трезъ незавнениыхь скалярпыхь пара. 
метров 2, у, 2. Можно себ предетазить, что эти тараметры суть сва- 
ляры въ разложенщи нфкотораго вектора г но тремъ данным некох- 
пуяварныхь векторамь а, Ъ, с: 


т= а Нур 20. 
19° 
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Задавал 2, у, #, мы знавмъ г и маобороз, задавая вевторъ г, мы по- 
‘`пучаемъ каждый разъ снетему значенй х, у, & Итавъ, векторъ п, 
зависящий отъ трехь екаляриьхт перемйнныхь х, у, р, мо- 
жетъ быть разематризленъ как вехторальная фунецуя п вех- 
тора т, который можеть принимать волья величины и направлен!я въ 
пространств. Такъ завъ изучене  векторальныхь функц составить 
предмегь трехъ слёхуюлхихь тлазь, то мы’ не будемь въ наслоящей 
тдав остенавливаться на изучении вектора, зазислщахо оть трехт ска- 
лярныхь перемфнныхъ. 


ГЛАВА УШ. 
Вектор]альное поле. 


Общя поняя- 


180, Поле векторовъ, Если въ данномъ безпредфльномь или какъ- 
‚либо ограниченномь пространств» каждой его точЕВ соотвфтетвуеть 
опредзленный возторъ, то тахое пространетво называется полемъ век- 
торовъ или вектор1альпымь подемъ, Поле векторовъь приходитея 
разсматривать чуть ли не во воВхъ вопросахъ механики и физики, 
Напримфръ, всякое двигающееся т®ло по отношенно въ систем еворо- 
стей его точекъ представляется полемъ векторовтъ. То же двигающееся 
чЪло предетавляеть собою другое поле вемторовь, эели разематривать 
выфсто скоростей успорен:я, Пространотво, въ которомь происходять 
кавля-либо взаимодЪйстыя между тёлами, тоже представляеть собою 
поле векторовъ, напримфръ поле саль тяготён, поле магиитное, 
злектростатическое и т, п, . 

Изучене состоя я движеншя или какого-либо другого физическаго 
явлешя для каннаго момента времени и измёненю этого соетоявЯя съ 
течешемь времени сводится въ изучению поля веторовь и низыёкеня 
его въ зависимости отъ времени. Зезотноеительно ЕЪ тому, вакое фи- 
зическое значее имфють зедторн, мы можемь говорить или о по- 
стоянномъ или о перем нномъ векторальномъ полв, ставя въ по- 
слфднемь случаб его.‘изыВнев!е въ зависимость отъ нзкотораго незави- 
симаго параметра &, или даже изскольвихь такихъ параметровъ. Дальше 
мы будемъ разематривать постолнное поле. 

181. Векторальная фуннщя. Каждый векторъ и поля зависить от 
положен!я данной точки, служащей началомь этого вектора; можно 
свазать, что онъ предетавляется „геометрическою фуншею“ этой точки, 
Но кавдая точка опредфляется нёвоторымь полярнымъ вевторомъ г; 
такимь образомь вевлоръь и можеть разематриваться какь фунвшя 
вектора г: ° 

&=Ар). (422) 


Мы будемъ говорить, что и веть вектор1альная фунвц:я вектора г. 
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Преднолагаял, что векторь г не полярный, а вамв привадлежить 
ханому-нибудь векторальному полю болве общато вида, мы приходимъ 
въ болёе общему понятно о зависимости между двумя зевторами и 
выбетВ съ тфиь къ боле общему понято о’ вевтор!альной 
фуньц!и, каж о геощетрической функщи, опредфляющей собою таве 
векторы, величины, ваправлевн, а иногда и положення которых за- 
виснтъ отъ такихь же элементовъ другого векаора. Дальше мы будемт, 
зирочемь предполагать, что и есть фуккщя полярнаго вектора т. 

Мы различаемъ векторы сзободные, передвижные и опредфленные; 
свободный векторъ опредфляется велачиною и напразяевент, для иере- 
движного вектора добавочнымь данвымъ явлнегся его моменть отноен- 
лельно даннаго полюса, а для опредфленнаго вектора, его вираль отно- 
сительно того же полюса. Въ пох векторовъ вов векторы опредфленные, 
а между тЪмь функ (422) опредфляеть векторъ только по величие. 
и по направленю; тЗмъ не мене добавочныхь данвыхь де требуется, 
тавь каьъ они, г Ши г.п, при данномъ г сами собою уже будуть. 
извзетны. * 

182, Аналитичесное выражене векторальной фунным, Геометрическая 
фуняшя п завлючаеть въ себё три аналитическихь функши, изъ кото- 
рыхь каждая веть фуньшя трехъ перемфвныхь. Дйотвительно, если 
звдать орты №, }, К, которые эъ частности могутъ быть направлены по 
хоординелнымь осяжь, то векторе 


яя 


т 


опредфляетея тремя скалярами 2, у, в, и слбдоваледьно и векторь и 
является фуннщею этихъ екаляровъ (сраввить съ $ 178); но 


жи -ак, 


к 


заль что и скаляры Х, У, 2 язляютея фунищяыи скаляровь’ я, у, 2 
Другими словами, (492) есть зависимость, равнозвачущах оф тремя ана- 
литическими завиеимостями:. 


Х=Ы у, 2), 
"У=Ывь у, 8), (423) 
2 =Ь% у, 2) 


Еели въ данной области безконечно-малому геометрическому при- 
ралценю г соотвфлетвуеть зеегда безвонечно-мелое же приращене ти, 
то лоле венторовъ (п) называетел въ этей области непрернззымъ. 
Поле вокторовъ можеть быть незрерывнымь во веемё пространстяв 
или можеть быть лишено этого свойства въ ‘отдфльныхь точкахь, на 
отдзльныхь лишяхь или на отдфльныхь поверхностяхь, Въ дальн й- 
шемъ, если это не будеть спещельно оговорено, мы будешь очитать 
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поле векторовъ жъ изучаемой области непрерывнымъ. Понятно, что въ 
ленрерывномь подё фукешн (423) неирерывны относительно вебхъ 
трехъ перемвнныхь =. у, 2; и обратно, непрерывноеть этихь функдй 
есть аналитическое услове неирерывности самого пол. 

183. Различные премы изучения поля векторовъ.. Чхобы имЪть воз- 
можность составить себЪ какое-либо представлене о распредёлеши 
зевторовь даннаго ноля, йы должны вакъ-либо группировать эми век- 
горы, т.-е. выхВлять изъ всей системы векторовъ таве, которые обла- 
дали бы какими-либо общими свойствами или для которыхъ одинъ или 
вфенольно элементов, опредфляющихь векторъ, ныфли бы одинаковых 
значеня. Тэжь вакъ каждому зехтору соотвётетвуеть опредзленная 
точка пространства, служащая ему началомъ. то вышеуказанное вы- 
д\чоше отдфльныхь груплъ векторовъ сводится въ отысканио ифкото- 
рыхъ геометричесвихь мЪотв. Наприифръ, мы можешь отыскивать геог 
метрическл мвота точеюь, для которыхъ векторы имёють одинавовую 
длину или одинаковое направлее или параллельны данной плосноети; 
или иы можеме отыскиваль тах лини, чтобы въ каждой точк& век- 
торь быль направлень по касательной къ лини, или таже отыскивать 
°тныя поверхности, для точекь которыхъ соотвфтетвенные векторы къ 
поверхности нормальны, и т, п. Существують ли въ денномь полё 
таюя лищш и поверхвоеги, этотъ вопросъ остается пока, итврытымъ. 

Указалный сиособъ геометричесвихь мфеть не даеть однакоже 
еще доотаточнато представлен о пол\, векторовъ. Еели поле ненре- 
рывное (8 182), то необходимо еще ушть опредфлять, какъ изыёнаются 
т8 или другЁя свойства, векторовъ при переход отъ одной точки про- 
етранетва мь другой, Рашеве этихъ вопросовъ требуеть уже диффе- 
ренпдальнаго теометрическаго анализа подобно тому, какъ изучеше 
зналитичесвихь функц требуеть изученя производныхь различныхъ 
порядковь оть этихь функц. Такъ кажь поле векторовъ оуред- 
ляется нфоколькими аналичическими функщями координать точекъ и 
другихъ перемфеныхь параметровъ, то можно было бы обратиться къ 
изучению этихь функшЙ методами диффереяшальнаго исчислева. Такъ 
и поступають при аналитическом изучен вопросовь математической 
физики; при этомь однакоже оказывается, что особенно зажное зна- 
чен!е для характеристики поля получаютъ и зкоторыя дифференальная 
и интегральный вырамешя, въ поторыхь координатная система суще“ 
ственнаго значеня не имфеть и которыя выст® съ тёыь поддаются 
болфе или меве наглядному геометричесвому изображено, а поэтому 
вакъ нельзя болфе соотвфтетвують характеру вектортальнаго анализа, 

Большую роль въ устацовлеши этихь понят сыграла тир 
механика: оггуда заимствованы и нЪкоторые термины, съ котерыни. 
намлъ предетоить познакомиться. Вообще течеШе жидкоети предета- 
влеть собою весьма наглядный образь при изучени поля векторов; 
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зон будемв поэтому часто прибфгать къ этому обралу. При этомь нужно 
одиако же отрмиться отъ всяжнуъ физическихь представлен о жид- 
кости; мы будемь представлять себ жидность нетолько идеальную въ 
гидродячаническойъ емысль, но будемь разсматривать жидкость фик- 
тивную, дзивеве которой въ природё можеть быть и совефагь пе- 
осуществимо, х-6. для которой можеть ме существовать нетолько за- 
хона инерцш и завова сохранены энерги, но даже и завона сохра- 
нен/я массы. Эта фивливная жидкость будеть служить только геоме- 
трическнмь образомъ, для вагляднаго изображешя и для боле 
удобнато выражезя евойствъ веяцаго поля векторовъ. 

184. Разложене венторальнаго поля на нбснольно составляющихъ полей. 
Другой шеф, облегчало ний изолбдоваме векторальнаго поля, основан 
на томъ, что экдый векторъ поля разлагаетел ил нфеколько теометри- 
ческихь слагаемыхь. Если при этомь разложение придерживиться ка- 
зихф-либо общихь правилъ, то мы получаемъ столько отдёльныхт полей, 
на скольБо слагаемыхьъ разлагается хаждый вектор. Эги поля можно 
назвоть составляющими, а данное поле составнымъ или сложным. 

Однимъ изъ простАйшихь разложен будеть слёкующее: равло- 
вимъ важдый векторъ по тремъ даннымь векторамь, 


аа -ри -- ще 
или въ чайтноети по координатнымь ортамъ: 
1 И 2; 


тогда вее поле разложится на три гозя, изъ которыхъ каждое будеть 
состоять изъ векторовъ, параллельныхь одиому изъ данныхъ &, Ъ, 8 
или 1, }, К. При этомъ конечно предполагается, что каждый нзь сла-’ 
таеммжь векторовъ ныфеть то же начало, камь и составной. Другого 
рода примромъ можеть служить извёстное разложене поля скоростей 
твердато тЁла, гдВ каждая скороеть разлагается на общую поступа- 
тельную скорость и на скорость вращательнаго движены- Ниже мы 
увидим» и друмя весьма полезныя разложея поля векторовъ на с0- 
ставляющ!я поля, 


185. НЬкоторыя геометрическая ибета въ полЬ векторовъ. О тавихь 
трушаже векторовь поля, которыя опредёляютсл конечными (а не 
дифференщальными) убловями, мы упомянемъь только кратко, потому, 
что эти вопросы въ дальнёйшемь не будуть играть существенной роли. 
При этомъ мы обратимея къ авалитическимь формуламь (493), так 
зажь здесь основнымь является число скалярныхь перенфиных» и число 
анахитическихь уеложй. * 

Геометрическое мфото точевь, дли воторыхь векторы теометри- 
чески равны, состоить вообще говоря изъ отдЗльныхь точекъ; потому 
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что услове, что ® ныфеть данное геометрическое значене, приводить 
къ условямъ, чтобы функции (428) иифли данныя значеня, а это при- 
подитъ къ рьшеню трехъ уравнев!й съ тремя неизветными. Выра- 
звене: „вообще говоря“, указывает па то, что могутл быть и исклю- 
чешя. А именно, если два изъ трехъ уравневЙ тождественны, 10 для 
искомаго теометрическаго м%ета получается пфлая линыг, а если ве 
чри уравнешя между собою тождественны, то этимь мзетомв будеть 
поверхность. Далфе мы не будемъ въ этомъ параграф останавливаться 
на такнхь особенностяхь, а будемъ имфть въ виду лишь общий олучай. 

Геометрическое нфето точекъ, для которыхь векторы иизють 
данную величину А, веть поверхность, потому что для этого имземъ 
услове: 


и = Хх" У: 234, 


которое по формуламь (428) даеть уравнене позерхности, 

Геометрическое ыВото точекь, для которыхь векторы имЪють 
данное направлеше, опредфляемое углами <, В, 1 съ осями воординатъ, 
есть лия; потому что уелоше 


предетавляеть два уравненя между координатами. 
Геометрическое мёето точекъ, для которых векторм параллельны 
данной плоскости 


ве -Не--а=0, 
веть поверхность, по условно: 
ах--ьУ-- 2 =0. 


Геометрическое мфото точект, дяя которыхь векторы нормальны 
къ данной поверхности 


Ви, =, (423) 
соетоить изъ отдёльных» точекь, тавъ завъ координаты этихь точек 
удовлетворяють тремь уравиешямъ: уравценто (424) и усломниъ: 

Е 


=5Р. 
д= 


Геометрическое мфсто точень, для козторых»в векторы танген- 
зЧальны въ данной поверхности (424), есть лишя, опредфллемая ура- 
знешемъ (424) и условемь: 


Е г. 9Е 
Е 
А+ ду У й 
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Можно было бы отмётить еще рядъ другихъ аналогичныхь вопросовь; 
но мы ихъ не будемъ касалься, а обратимся къ понячтямь болфе суще- 
ственныхь для ивучешя векторельнато поля и его приложен й въ фя- 
зяческихь науках. 


Яны тока и связанные сь эвииь вопросы. 


186. Поняце о линяхъ тона. Возъмемъ въ векторальномь пол про- 
извольную точку 4 и построимь соотвфтезвующЕй этой точкв векторъ 1; 
отхожимь на немь безконечно-малый отрёзокь АД’ и построимь вег- 
торъ п’, соотвЪтетвующий точкф 4‘; на этомъ векторё отложимь отрф- 
зовъ А’А” и дня точин А” постронмъ векторъ и”. Продолжая такихъ 
образомь, мы полуЧаемь многоугольникь 4.А'А”..., имфювий свойство, 
что каждал его сторона имфетъ направлеше вектора, соотвётствующаго 

, каходящейся на этой сторонф верши- 
р $. При переход къ предфлу много- 
д” утольникь обращается въ сплошную 
кривую линйо, нызющую свойство, что 
для возхьъ ея точекъ векторы поля къ 
ней касательные. Такан лиШи назы- 
вается лин]ею това, Этотъ терминъ 
заиметвовазь наъ гихромехалики: если 
векторы поля изображають скорости текущей жидкости, то лищи 
тока деють наглядное предетавлене объ этомъ течещи. Понятно, 
что ЛИНЯя тока не начинается въ точк® 4, а распространяется отъ. 
нея вв 06% стороны, причемъ она можеть оказаться или замьнутою- 
иди нЪть. Она можеть удаляться и въ безконечность. если моле век-. 
торовъ по. нёкоторымъ направлешямь или зообще безиредвльно. 

Лин м тока можно строить, исходя изъ поякой тозди лоля; и такъ. 
кань такимь образомь нь въ полф точки, черезъ которую не прохо- 
дила бы зивя това, то можно сказать, что лиши тока, занолняютъ собою 
все векторальное поле. 

Задалимь въ полб произвольную лишю и черезь вов ен точки 
провелемъ лик тока; онз образуютъ поверхност», которая называется, 
поверхностью тока, Если заданная лил замкнутая, то поверхность тока 
принимаеть трубчатый видъ. Представимь себ, что замкнутая линёя $ 
елужить контуромь н%которой площадки и проведемъ черезъ вс точек. 
этой площедеи внутри лири $ лиши това, мы получаемъ тогда сплош- 
ной пучекъ лиШЙ тока: Въ ноя скоростей двигающейся жидкости этотъ. 
пучекъ называется струею. Этоть терминъ мы будемъ употреблять въ 
прим ненм и во всякому другому полю векторов, 

187. Дифференщальныя уравнешя, опредфляющ!я линм тока, Лив 
тока въ данной точи® (т) опредзляется условемт, что геометрическое: 


Фит. 58. 
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приращене вектора г совпадаеть по направлению св векторомь и. Не- 
обхолимое и достаточное для этого услове соемить въ томъ, чтобы 
зекторлальное произведен 


т Жа= 


Это теловте, въ котором и ==/(®) извфетнан векторальная функц, и 
можеть быть разематриваемо кахъ геометрическое дифферевшальное 
уравнен!е вефхь лин тока. 

Выражая его черезь орты по формул (65) и замвная прирашеня 
дифференщалами, можно написать: 


(2ау— Уаг)1-|- (Хаз— 24%)} (Рае — хде 


а это уразнене влечеть за, собою равенетво нулю схоящихь при ортахъ 
скаляровъ; выражал это въ вид пропордин, находимъ: 


2 _ 4 а 
ХУ Е 


тдь Х, У, 7 извфетныя функши координатъ. Мы имфемв здфоь дза 
совокупнихь дирференщальныхь уравнены для опредфлевя системы 
лин това. 

188. Расходъ венторовъ черезъ данную поверхность. Проведемъ тдз 
нибудь въ лолб векторовъ плошадву, линейныя измзреюя которой без- 
хонечно малы въ сравнения съ длинами векторовъ, нУЗЮЩихЬ начала, 
на этой площадке, ВсБ эти векторы можно тогда, пренебрегая безво- 
нечно-малыми высшихь порядновь, считать геометрически разными. 
Пусть будеть и общёе среднее значеше эхихь некторовь, ч величина 
площадки, » нормальный въ вей ортъ. Геометрическое произведеше 


=. 1 (426) 


мы будемъ называть расходом струй некторовь ини просто рас- 
ходомъ зекторовф черезъ данную площадку. Этоть терминъ 
взятЪ тоже изъ гидромеханики, гдф расходомъ струи жидвости черезь 
данную площадку называется объемъ жидкости, протекающей черезъ 
эгу площадру въ единицу времени. Какъ извзетно, это есть объезь 
цилиидрика, основаемъ которато служить площадка, а высотою про- 
евшя средней скорости частипь жидкости, проходящихъ вь даный 
моменть черезъ площадку, на нормаль въ послфдней. Этоть расход 
опредфляетея какъ разъ фориулою (426), если тамь п считать скоростью. 

Расход можеть быть и положительнымь и отрицательным, емотря 
по углу между векторами у и и. Очъ можеть равняться и нулю, если 
этоть уголь прямой; тахой случай получается, если пзощадка принадле- 
жить цоверхноети струи. 
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Поняе о рабход® струн можеть быть распространено и ва ко-` 
нечную обхасть какой-нибудь поверхности. Чтобы таной расходъ вы- 
числить, нужно эту область какимъ-либо способомъ разбить на безко- 
нечно-малые элементы таль, чобы заждый изъ вихъ могь считатьел 
плосвимь, вычиелить для каждахо элемента раеходъ по формул® (426) 
и найти предёль сучны вобхь расходовъ, т.-е. интеграль 


В Ге „1048, (427) 


тх% 95 злементь поверхности, а интегрироваше распространяелен на 
вею давную область этой поверхнаети, Суниироване конечно скахярное, 
& пе теометрическое, такъ канъ всВ элементы, будучи геометрическими 
произведеняни, скаляры, Знакъ интеграла (427) задисить отъ того, 
какое берется изъ двухъ направлен вормали, и относительно этого 
нужно наперед условиться. ` у 


188. Расходъ венторовъ черезъ замкнутую поверхность и расхождене 


въ данной точнё поля. Примёнимъ формулу (427) въ замкнутой поверх- 
ности 5, ограничивающей нВкоторый объемв у. При этомъ разъ навсегда, 


Фит. 54. 


условимся направлен:е нормальнаго орта у брать во вн шнюю 
сторону относительно этого объема. Въ числё элементовь инте- 
трала будуть положительные для тВхъ точекь поверхности, гдё век- 
торе поля направленъ во выёщиюю сторону, друфе элементы будуть 
отрицательныма или въ частноети раввыми нулю. Дяя наглядноети 
можно себ предетавять систему лин тока, прорззывающихь данный 
объемь. `Таюв, гдз лишя тока входить въ объемъ, элементы инте- 
трала (427) отрицательные; тамь, гдз онз выходятъ, элементы ноло- 
жительные. Въ общемъ, расходъ черезь всю поверхность можеть ока- 
затьея или положительныйь. или отриналельнымь или равнымь нулю. 
Разивливь В на объемъ о, мы находимь число, дающее понят о 


— 189 — 


вреднемь расходВ на вдинику объема. Эложь средн расходь, 
вообще говоря, различенъ въ различныхь областяхь поля и дая объе- 
мовь различной величины; примфиня однако же это понате къ безко- 
нечно-малому объёму въ ханномъ м5отВ поля и переходя иъ предёлу, 
т.-в. заставляя объемъ обращаться въ точку, мы получаемь расходъ 
для каждой хочкн поля, азъ опрехВленное число. При изучены векто- 
‘Шальнаго поля оно играеть чрезвычайно важную роль. Для этого по- 
няня установлень опредфленный символь „419“, происходялий оть 
слова „П4уетоет=“, „@утетгвелосе“, что зналить „расхокден!е“. И 
мы будемъ употреблять этоть терминъ, уже достаточно установивиийея 
въ литералур® предмета. Мы будемъ писать: 


а=ати (428) 


и говорить, что 4 есть расхожден!е вевтора п въ данной гочЕЪ 
ноля. Это будеть значить, что 4 есть предфль отнезеннаго въ единиц 
объеме расхода векторовъ черезъ данную безконечно-малую замкнутую 
поверхность въ данномь мёетз поля вевторовъ. 

190. Расходъ въ отрфзкБ струи. Чтобы получить болфе нагляхно 
предетавлеше о зависимости между расходомь и расхождешемь, но- 
лезно раземотрёть эти понятн въ примёненя въ объему, отраничен- 
ному весьма тонкою трубчалою поверхностью тока (поверхноетью струи) 
и двумя близкими между собою ея поперечными сфченями. Тань ваЕЪ 
векторы въ ховерхности тока тангенщельны, то расходь черезь боковую 
поверхность отрёзиа струи равенъ нулю. Разекотримь то его основане с, 
гдф векторы входятъ внутрь объема; 

` при достаточно маломъ с эти векторы 
можно считать геометрически равными 
и за расходь площадви с принять: 
5%. Н——0; для другого конца отрзва, 
струн еъ поперечнымь сфчешемь ©’ Фиг. 
иыбемь о’. 1’ — о. Итакъ весь рас- ` у 
ходь выражается разностью 5=0%— оси. Считая с и.$, длину отрЁзка 
трубки, безконечно-малыми, дФля на объемъ отрёзка и переходя въ 
предвлу, мы находимъ выражен для расхожден:я въ изкоторой 
точЕЗ, въ которую въ предл обратилась площадей с: 


т ыы (429) 


05 
Разсмотрнный здёсь случай расхода объясняеть отчасти проис- 
хождеше термина „расхождене“, '„ОЁуетаетя“. Предположимь, что 
8'> в; это будеть въ томъ случай, когда концы вевторовъ п, имЪю- 
щихь свои начале на плошадив <, отетоять дальше охъь оси трубки, 
УЗмъ эти начала, т.-е. когда везторы „расходятея“. Нели врем? того зен- 
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зоры вевторовъ п’, начвла которыхьъ находятся ий площади? с, равны 
тензорамь векторовъ и, то расхождене 


—а 


о =- в 


положительное. То же самое будеть вообще, если 0% > ом; но при 
этомъ нётъ необходимости, чтобы было 5’>> а, можеть случиться, что 
при этомь 9 «о, тавъ что вевторы „оходятся“, & „раехождене“ вое- 
таки положительное. Позтому термияь „расхождене“ нельзя признать 
вполнв удачнымь. . 

191. Соленоидальное поле. Формула (429) показываеть, что раеходъ 
въ отр®зв етрул зависить отъ двухъ ‘обетолтельствь: 1) оть изузнешя 
величины вектора и 2) оть измёнешШя площади понеречнато езчена 
струк. Можеть быть случай, когда одинъ изф этихъ элементов» увели- 
чиваетея, а другой уменьшается тежимь образом, что расхождене 
остается равнымь нулю; дня этого нужно, чтобы 


Такой случай представляется наприм8р$ въ механик» несжимвемой 
жидкости: если п есть скорость частицы, то си предотавляеть объемь 
жидкости, проходящей черезъ сёчее струй с въ единицу времени; 
веязетве несжимаемости объемь жидкости, входящей въ отрЁзокъ 
струи, и объемъ выходящей изъ него жидкости, для того же проме- 
жутва времени должны быть равяы; потому чё ==0% и слдовательно 


ЧНти = 0. 


Случай, когда это услоше выполняется во вофхъ точкахь поля 
или по крайней м%рё въ цълыхь областяхь его, играеть очень важную 
роль какъ въ гидромеханиЕв такъ и въ другихь отдзлахь математи- 
ческой физики. Векторальное поле, удовлетворяющее этому условю, 
называется полемъ „свободнымъ отъ источникозъ“. (диеПепйге!) или 
соленоидальнымь, т.-е. „трубчатымь“. Послёднее назване проиехо- 
дить оть того, что теперь гое пространство, занимаемое векторуаль- 
ным полемв, какъ бы заполнено трубчатыми струями, которыя нигл 
внутри поля не могуть ни начинаться, ни оканчиватьея, потому что 
дляо°всяной струи произведеве си остается постояннымъ; другими сяо- 
вами, веё струи, а слёдовательно и лиш тока или замкнутыял или 
уходять въ безвонечность. 

192. Источники въ полб векторовъ. Предетазимь себф, что въ пол 
скоростей, вь движени несжинаемой жидкости, разность 9%’ — эк 
не тавна нулю; предположнзеь, ‘что в > си, такъ что @т и > 0. Это 
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неравенство показываеть, что объемь жидкости, выходящей изъ отрёзка . 
струи, больше объема жидкости, въ 10 же время входящей. Таное 
язлеше можно приписать только какому-то источнику, находящемуся 
знутри отрЬзка, струи и даощему въ единицу времени избытовь оч’ — 5% 
жидкости. Нашь нёть дёда до чото, можно хи реально осуществить 
такой источникь, товъ пакъ течеве жидкости служить назмв только 
наглядным образомъ векторальнаго поля. Если во всемъ полз фуй 
не равно нулю, то въ каждомъ безконечно-маломъ отрзив ‘струи ву- 
ществуеть такой источнихь, а переходя къ предфлу, можно сказать, 
что велкая. точка поля служить такимъ „источником“. Чфыъ больше 
ут, т5мъ иоточниюъь „обильнфе‘; поэтому можно сказать 970 ба 
служить мЪрою источника. Если @у п < 0, то въ соотазтетвенномь 
отрёзкВ струи происходить убыль жидкоеги; можно предетавить себ, 
что тахъ происходить исчезаве жидкости. Точка, въ которой это про- 
исходить, можно назвать отрицательныхь источиикомь. 

Итажь, вообще говоря, каждая точка вектор1альвато поля является 
положитольнымь или отрицательнымь источникоих, и ей соот тотвуеть 
иВкоторый екалярь Фу и. 

193. Сналярное и венторальное поле. Область пространства, въ кото- 
рой каждой его точкВ поотвфтетвуеть изкоторый схаляръ, для различныхь 
хочежь вообще говори различный, называется скалярнымъ полемъ, 
& самый скалярь функмею точки. Эту фунцию можно равематри- 
зать вакъ скаларную фуякцио полярнаго зевтора. Понятно, что &на- 
литически эта функтйя представляется функщею координат» точки, 

Мы видимъ, чго векторальное поле (п) приводить насъ въ ска- 
лярному полю ув. Ниже (глава 1Х) мы увидимъ, что и наобороть, 
скалярное поле можеть служить для опредфленя поля вевтотальнало. 


194. Расхождене въ сложномь венторальнонъ пол. 7зорема: Рас- 
хожден{е сложнаго поля (5 184) въ важдой его точк$ равняется 
алгебраической сумм® расхожден1Й слагаемыхь полей. А 
именно, если 


пы Ни... в, 


то о правилу геометрическато умножешя 
Уи. и, НУ... КУ. щь. 


Умноживь об части на с, находимъ по формул (496) расхоль век- 
торовъ черезь площаде? 9 


фам. 9.1, и щь, 


ГА каждый членъ второй части есть расходь векторовъ. слагаемаго 
поля; прилагая это равенство ко в-Вмъ элементежь поверхности, огра- 
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ничивающей безконечно-малый объемь, суммируя почленно, для на 
объемъ и переходя къ предёлу, находимъ: 


у — Чун, -- Фу, ... Е. (430) 


195. Аналитическое выражеше расхожденя поля. При разложеня 
хаждато вектора поля но ортамь, мы получаежь ($ 184) три слатаемыхь 
векторальныхь поля (25), (31), (2Е), 
имзющихь то свойство, что каждое 
изъ них состоить изъ вевторовь, ме- 
®лу в0бою параллельныхь. Вт поль 
параллельныхь векторовь всё лиши 
тока прямыя, параллельных общему 
направленно венторовъ, и поэтому вев 
струи цилиндричесыя, Разсмотримь 
поле (Х1). Взявь въ немь вакую-ни- 
буль точку Л >. у, #), проведемъ черезъ 
нее безконечио-малую площадку <, па- 

фиг. 56. раллельную плоскости (25), и примежь 

ее за поцеречное сФчене струи. Без- 

хонечно-близкае къ нему сбчевю 9’ той же струи отличается отъ 

перваго тёыь, что его точки выбето х имфють координату 2 Аз, при- 
чемь 5’—. Для этихь точекъ векторъ поля {Х1) иметь значеше 


(Ев 


поэтому, вычиеляя расхождеще по формулб (429) и приниман во вни- 
ман!е, что теперь $==Ал, находим: 


Подобнымь же образомъ мы находимь для двухъ другихь слагаемыхь 
полей: 

а (7 ан(рь) == 92 

#(73) = я, 1(2К)=3;, 
& по формул (430): 
фут = (Ха -|- в (т. Сео = 

9х 
аи. 481) 
196. Теорена Гаусса. Выдёлимь въ векторальномь полз произ- 


вольную область, имвющую объемъ т и ограниченную поверхностью 8. 
Если #2 есть эжементь этого объема, а В расхоль векторовъ черезь 
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поверхность, ограничивающую 45, тд по опредленлю расхождения (8 189) 
нывем 


р РИ 
да = Ме, 


откуда, отбрасывая знавъ предфла и означая черезь = нфкоторую 6ез- 
хонечно-малую, находим: 


В ам и =90. (432) 


Жели мы вычислим® расходы векторовъ черезь границы всзхь элемен- 
товь, на которые разбить данный объемь ®, и будемъ ихъ суммировать, 
70 веф расходы 1.5, отпоснимеся къ стЪнкамь, отдфляющимь друг 
оть друга смежные зяементарные объемы, будуть поварно разны съ 
противуположными знаками, потому что дли каждой отФики расходъ 
будеть входить два раза, причемъ одинъ разъ нормальный орть у, ко- 
торый мы условились считать всегда направленный во визинюю сто- 
рону, будет имть одно направлене, & другой разъ направлене про- 
тивуположное, Поэтому въ суимВ останутся только элементы, отноея- 
вцеся въ вишней поверхности 5, таз что 


Ве УР = Но Уи. 0 = / п. 49, (433) 
— 


тб интеграль распространяетсл на вов элементы внённей поверхности. 
Съ другой стороны, формула (489) дает: 


Ню Уф = ‚акта, аз) 


потому что по одной изъ оснозныхь теорем ивтегральнаяю исчиелешя 
ни Уейь=0. Сразвене формуль (433) и (434) приводить къ преобра- 
зованю интеграла, раопространеннаго по замкнутой поверхности, въ 
интеграль но объему, ограниченному этою поверхностью: 


`п.ч98 = ‘а иаь. (435) 
/ / 


Такое преобразован!е, въ примфнен къ полю притягательныхь 
виль, было указано Гауесомъ. Аналитичесяй выводъ его основывается 
на преобразоващи интеграла 


Ге» вусовбь дав — Г Е. ао, 


тлф в выфшнее направхене нормали къ поверхности 9, ограничивающей 


П. Соморъ, Вентомальный пиоллат, 18 
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объемъ г. Примфияя его къ тремъ скалярнымь фуньщямь Х, У, 2, 
находимт: 


й "Хоз, 


Тавъ какъ 
и. У= 1608 (и, #) = Хоз (т, 2) -- Уеозы у} -- 2 608%. 2). 


то по формул (481) 


а. а (-ы О в 


197. Полный расходъ безграничнаго поля. Прелположимь, что векто- 
‘`Иальное поле пе веВмъ направлешямь распространяется въ безкопеч- 
ность, и притомъ такъ, что векторы на безконечности исчезають. ста- 
новясь такого же порядка малости, кавъ 1/1“, гдЪ г разотояве начала, 
вектора поля отъ полюса. Опишемъ изъ полюса шаръ радёуса. Ди пред- 
ставимь себ, что этоть радёуек возрастаеть до безконечноети, Въ пре- 
лВлЪ чнтегралъ, распространенный по поверхности этого шара 


= Га 4. (438) 


[.48 = 


потому что среднее значен!е ц.> на этой поверхности одного порядка 
малости съ 1/2, а величина поверхности 4=А*. Отеюда заключаехъ, 
лто въ безиредзльномъ полЪ, вв которомт векторы на безконечности 
ныЗють одинъ порядокъ малости съ 11°, а 


хожденй 
аут 


Можно сказать, что въ этомъ случа полный расходъ векторовъ 
всего поля разепъ нулю. 


гебраическая сумма рас- 


Прихоженя и упражнения. 


98. Поле скоростей въ двимены таердаго тфла, Соотафтетвующея этому пекто- 
рИальвая функщи у = /(т} дана формулою (74). Въ полБ слоростей веякаго не- 
сипуаемако чВяа, будеть ли ово измфияемое пли ифчъ, расхожденю во вефуь 
‚точкахь равно нулю (ем. начало 8 191). Провфрить это для тверлого тёла по 
общей формул для ФУ, 

38. Поле ускоренй въ двищенм твердаго тёяа. Соотвфтотвующая этому векго- 
ральшая функшя дана формулото (396). Показать, что. 


ЧУ = — о". 


100. Дано поле скоростей въ такомъ движеви изминемаго тёла, которое, 
ззгфя неподвилитю точку въ полюс®, олинаковымь образомь расширяется по 
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зефыъ поправлешямт, Опредфлить 41 у для того случал этого движеня, погда, 
<корости вефхь хочень пропорщюпальвы лхь разотоямямь оть пенодвижааго 
девира. Отв ты . 
Ут, Шут =31. 
191. Опредёлить Гуу въ чамомь же движени, по в» предположени, что 
скорости веБхь очень но величин одннаковы. Отв ть: 


х 1—9 
У=1-.,  @У=о:. 
х * 


102. Кавому Зажону должна ПОДЧИНЯТЬСЯ СБОрОсть ВЪ ТБОМЬ же движени 
Дия того, чтобы ресхождене поля было разно пузо? ОтвфтЪ: Скорость дона 
быть обратво-пропорщональна квалратоль разстояний отр полюса. Кажъ веБторъ, 


я 
# 


т== 


Пирвулящя и вихрь. 


198. Интеграль по лими и циркулящя. Возъмемь зъ векторальномъ 
полВ дв произвольныхь точки М(т) и М’) и соединямъ ихъ про- 
извохьною непрерывною лишей; разобъемь эту линйо на безнонечно- 
малые элементы, которые можно, имфя въ виду потомъ переходь въ 
предфлу, замввить хордами чт, и составимъ адтебраическую сумму гео- 
метричвекихь произведен! и.зт, гдф и важдый разъ есть векторъ поля, 
зоотвяствующЙ началу вектора тг. Пред®яз этой суммы или интегралъ 


х 


1= в. 


г 


(437) 


мы будемъь называть интеграломъ но лини ММ’ или линейным 
иктеграломъ этой лиши. Яели онъ распространяется на замепутую 
линНо; то ойъ называется цирхулящею вектора полл по этой лини, 
Мы будемъ ее обозпалать буввою (. 

Вообще говоря Г, завиенть оть того нути между данными т0ч- 
ками Ми М’, по которому производитен интегрироване. Но воть очень 
зажные дла приложен случаи, когда онф оть вида пути не зависите. 
Этогь случай будеть поддежать особому разомотрьню въ главф ГХ; 
теперь же заибтихь только, что если линейный интегралъ между 
произвольными двумя точками ве какой-нибудь области поля 
не зависить отъ вида пути, то циркулиця но всякой лия 
зЪ этой области равна нулю, Дфйствительно, пуеть будеть АВОРА 
замкнутая лишя и Аи С дв произвольно взятыя на ней точьи; ли 
нейвый интеграль отъ А до С по лиши АВС равенъ, согласно нашему 
предположенно, линейному интегралу по лини 400: 


Дача ч. 
Аве › 


ре 


13* 
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Если по алии АРС идти обратно, т-е. отъ О черезь Э нь А, 
линейный интеграль мВияетв свой знакъ, потому 970 во вевхъ гео- 
метричеекихь произведетяхь п.-к векторь г изыфниеть свое наира- 
злеве на противуподожное, Итакъ: 


Га. [а Ди. =. 
А 42с Яве 


Но очевидно, что циркулащя по лия АВСРА можеть быть разбита 
на два линейных интеграла: 


0= вт Дия, 


Зе бра 


и мы видимь, что эха циркулящя равна нулю. 

Мы увидимь дальше, что равенство нулю диркуляши въ данной 
области служить признаком» отсутиыя „вихрей“ въ этой области; 
если же циркулашя не равна нулю, т0 она вкакъь разъ служить для 
характеристики „вихрей“. 

199. ДвБ теоремы в циркулящи. 

Т. Циркулящ1я по Езкой-нибуль лин!и въ сложномъ поль 
равна алгебраической сухм6 циркуляц!Й но той же лиши въ 
слагаемыхь поляхт. Это видно нопосредетвенио изъ сдфдуюнкаго: еели 


то 


П. Возъиемь замкнутую линию 
АВОПА и воставныь пфлую сть ле 
аш, соединяя между с6бою раздичныя 
точки данной лин линёяхи произволь- 
НАГО вида, а также соединяя произ- 
ВОЛЬНО ВЗЯТЫЯ ТОЧКИ ЭТИХЪ послёднихь 
лин произвольным образомъ. Соста- 
виагь циркуляди по отдёльнымь зам- 
кнутымь лиямтъ, воторыл ири этохъ 
образовались, соблюдаи уелове, чтобы 
направлен этих пирнуляий соотв 
ствовачи направлению циркулящи но 
лин АВОЛА, т.е. чтобы въ еёхт ча- 
стяхъ каждой замкнутой линш, которыя входять въ соетазъ данной лиши 
АВСРА, ваправлене циркулящи совиздало съ направленемь цирку- 
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ляи по 2108 лини. При вычиелени суммы пиркуляйй по зофыъ ча- 
<тичкымь заминутымь лоямъь придется по каждой добавочной линш 
проходить два раза въ противуполовныхь направленяхь, и это дасть 
каждый разъ линейные нитегралы, численно равцые, но ирозивуполож- 
ныхз знакойъ; ноэтому пры суммировани всёж 
циркулящй останутел только линейные интегралы 
по отрёзвамь перлоначальной тиши и составять 
полную циркуляцю по этой лини. Шели окажутся 
впутрення замкнутыя лиши, т-е. не имфющия 
общей части съ данною, кавова напримёръ па 
фигур 57 лишя ЕРбНУ, то и тамъ , напра- 
влеже циркульщи должмо быть взято такое же, 
хавь на омежныхь св нею замкнутыхь линяхь, 
кавъ это показано на чертеж стрфлками. Ири- 
нимая вес 970 во вынман!е, мы ваходинь: Сумма 
цирхулац!й по отдвльнымъ прилегающииь другъ въ другу 
лив1ямъ равна цирвуляц!и по общезжу контуру этихь лин1й. 

Частное приложен!е. Для дальнёйшаго полезно залевтить слё- 
дующуй частный видъ этой теоремы: Циркулящ!я по сторонамъ 
грани каБого-либо тетраэдра равна сумы циркуляц! по сто- 
ронамъ трехъ другихъ граней, Направлен!е цирвулящй, согласно 
вышеивложенному правилу, показано на фигурВ 58 стрфяками. 

200. Поняце о вихрф. Наряду съ екалярнымь элементомь, рёсхо- 
жденемъ, для всякой точки вевторальнаго поля имзетъ столь же важ- 
ное значене другой элементъ, венторальный, который принято называть 
„вихремъ“. Этотъ териниъ взять тоже изъ гидромеханиЕи: ташь онъ 
служить длин характеристики такого движеня жидкости, въ которомъ 
ея частицы имфютЪ вращене и въ которомв поэтому, при н®когорыхь 
условяхт, дйствитедьно могутъ появиться вихри и въ обыденномъ смысл 
этого слова, Не слёдуетъ олнавоне чисто геометрическое поняте о 
зихряхь векторальнаго поля непремённо отожествляхь съ этими гидро- 
механическими предетавлешями. 

Наив предстоить ниже доказать олфдующее свойство- веякаго 
зектор!альнаго поля: Всякая точка поля, #2 служить началомь 
нфкотараго вектора м, называенаро вихремь и инъющаго 
свойство, что проекц!я его па нормаль въ безвонечно-малой 
площадЕВ 3, содержащей точку М и имфющей кавое-либо 
произвольно заданяое направден1е, равна предфлу отношен!я 
пиркулян!М с но контуру этой площадки къ величин ея пло- 
щати. Это можно выразить слфдующею формулою: еели у ортъ, на- 
правленный по нормали къ площади, то 


Я. = №0... (438) 
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Относительно направлешя диркулящи ни напревленя нормальнаго 
орта мы условимел елЪдующимь образомь: будемь нормальный орть 
проводить въ ту сторону, откуда обходъ по коятуру ллощадии кажетел 
совершающимея по часовой стрВлкВ. 

Указанное свойство поля въ болфе общей формЪ, которая булеть 
показана ниже, носить назване теоремы Стовса (35065) и играеть 
при изслёдовани волкаго вевтомальнаго поля весхиа важную роль, 

Могуть быть вирочемъ случаи, когда въ венторальномь полё 
вихри отоутотвуютъ, а именно тогда, когда циркулящя по веякому 
замкнутому контуру равна нулю. Такое поле назывнется потенцаль- 
ныиъ (глава ГХ). . 

201. Предварительныя формулы для вывода теоремы Стокса. "Теорема, 
Отокса въ общем» видЪ выражаеть преобразоване днркулли по какой- 


2 . нибудь конечной замкнутой лиНи въ инте- 
ИЕ гралт, распространениый по поверхности, 

рй ныфющей эту линю своимъь контуромъ, ин 
в м формула (438) служить основанемь для этой 
ра теоремы. Для вывода этой формулы раземо- 

р тримв нфеколько застныхь случаевъ. Возь- 


мемъ въ векторальномъ пол безконечно- 
малую замкнутую линио, лежащую въ ило- 
скости, перпендикулярной кв орту 1 и имфю- 
шую форму прямоугольника АВР во е10- 
ронами Ду н 3”, нараллельными ортамъ } и 
р Е. Еели вершика А опред®ляется нолярнымъ 
} векторомь г, то для нершипь Ви Е по- 
фаг. 59. зярные векторы будут НА] иг-|- А4Е, 
Раземотримъ сначада линейные интегралы 
по сторонам 4Ви ДЕ. Если для какой-нибудь точки М лини АВ 
векторь поля иметь значене 


= Я --2Е, 


то для точки! М’съ тою-же координатою у, но лежащей на лини 
ДЕ, вевторь и иметь значеню 


(хм) 1+ (У) 


йа 


(+ мк. 


Хром того линейные интегралы 10 АВ и ОЖ различаютен 
своинь знахомъ; такъ что, беря ‘среднее значене вектора на каждый 
„ имвемз: 


Дали или наду — Ау. 
фь 


яв 
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Точно тажь-же, разсматривая значевн вектора и ка линыхь ВАи БЛ, 
цахолихь, что они различаются волфдетые тото, что на второй изь 
этихь лин каордината у получаеть приращене Ау; поэтому 


Да-ч-- Да-чен и" дя п. БА, 
‘во "в 


тд 


ши (Хи) 1+ ( + (7-м) к. 
Принимая во впимане свойство ортовъ, что }.К==Ё.1 
всей циркулящи с. по лини АВРЕЛ паходимъ: 
в дула: (439) 
Зифеь АуАг изыряеть плошадь ирямоутольниа АБРЕ. сли 
вм»ето прямоугольника взять къ той-же плоекоети другую замкнутую 
линю произвольной формы, то пиркулящю по ней можно выразить 
суммою выражен! (439). & именно, площадь, ограниченная этою 
ливею, можеть быть разбита двумя снстемами параллельныхь прамыхъ 
вы площади примоугольвиковъ достаточно махыкь, чтобы можно было. 
беря сумку циркулящ и выражая ихф по формул (439) черезъ эле- 
менты плошадовъ, пренебрегать тфми площадками, которыя не пред- 
ставляють в0бою полныхь прямоугольвиковъ. Съ пругой стороны, по 
теоремв 1} $ 199. можно сумму циркулящй по ковтуралеь элементар- 
зыхъ площадовъ, включая сюда и ковтуры неполных прямоухголрни- 
ковъ, замВнить циркулниею по всей данной замкнутой лин и на- 


писате: „ 
= У (= вид: — (= 7, (440) 


тдВ @3, элементь площади, о инчелраль распространяется на вею пло- 
щадь, ограниченную данною замкнутою лив]ей. 

Бели эта площадь сама безкоцечно-малая, то, независимо отъ 
ен формы, циркулющя по ея контуру можеть быть выражена олени 
элемеятомъ интеграла (440), т. е. формула (489) или 


0и ду 
= (1, аа 


тд в, есть площадь безконечно-малой площедки, перпендикулярной 
к оси (#), справедлива независимо оть формы площадки. Разематриная 
при той-зве точеВ поля безконечно-малыя площадки, перпендикулярны 
къ двум хругимь координатнымь осамъ, мы найдемъ аналогичных 
выраженя для пиркулашй по ихъ ковтурагь: 


О о). вы 
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202. Окончательный выводъ теоремы Стонса для элементарной пло- 
щадки. ВычислиымЪ теперь циркуляцио зокругв площадки, калъ-нибуль 
панлоненной къ ортазхъ. Для этого первоначально опять возьмелгь пло- 
щадку спощальной формы и притомъ въ зидВ треугольника, ехоровы 
которато параллельны коорлинатнымь плоскостимъ. Означая черезь у 
орть, перпендикулярный въ основано Р@Н тетраэдра (фиг. 58) и 
направленный во виЗшпюю ето сторону, площадь этого основаня черезъ 
‹, а площади другихъ граней черезъ с», ч„, с. имвемъ: 


вре су.1. буеау.}, Зьном.К, 


Означая черезь с циркулянно по РОН и пользуясь примфчанемъ въ 
кондВ_$ 199, ваходимъ: . 
=, 

ЕДВ во второй части столть циркулящи по бововымь гранамь тетра- 
эдра, которыя выражаютен формулами {441) и (442). Поэтому 

оон) к]. 9 
Теперь можно отрёшиться отъ спешальпой формы площадки. Веякая 
площадка, конечная или безконечно-маная можеть быть разбита на тре- 
угольныкм 0 сторонами, параляельными ко- 
орлинатнымъ плоскаетямъ, и на площадки иной 
формы, прихегаюция кт, конттру заланяой нло- 
щальм, Возьмемъ вблизи ея (но не на ней) 
точку У и проведемь изь нед прямыя, парал- 
лельныя осяуеь воординать хо пересвчени еъ 
плошалкою; соединяя прлмыми точки перес8- 
ченя 2, @, Н, ны иолучимъ треугольвияь, 
стороны потораго параллельны координетнымь 
плоскоетямъ. Посл этого легко всю данную 

фиг, 60. площадку разбить на таще-не треугольники. 

Веря сумму пиркулящй по конуурамъ зажлой 

из» полученныхь злементарныхь плошадокъ, мы получимъ циркулящю 
по контуру заданной криволинейлой пломацки. Съ хругой стороны, веВ 
циркулядщи то треугольнымт, контурам молено выразить по формуле (443); 
суммируя 06% части полученпыхь тавимъ образомь равенство, мы при- 
соединимъ въ тёвой части циркулящы по остаяьцызиь, ие треугольнымь 
контурамъ: равенство сумиъ оть этого нарушится, но разносль значенй 
об%ихь частей будеть безконечно мала, въ сравнен!и съ каждою азъ 
нихь, поэтому при переходф къ предфлу это равенство опять зозете- 
новляется и мы получаемъ: 


А с 


+ |. 23 ем) 
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тдф первый, линейный интегралъ расиространяетен ‘по контуру за». 
данной площадки, а взорой интеграль по веоеъ элементамъ этой пло- 
щади. 

Дня безконечно малаго конеура можно огракичиткся однимъ эле- 
ментомъ этого ивтеграла, т.-е. формула (443) справедлива яеза- 
висимо отз. вида контура. 

Сравнивая эту формулу съ формулою (488), и принимая во вни- 
ман, чо напразлене площадки взато произвольно н слдовательно 
эти формулы тождественны при всякомъ направлени вложадии, мы 
видимъ, что нослёяняя изъ этихъ формуль доказана. ВывстВ въ тм 
мы получили и аналитическое выражен!е для вихря: 


аси ИИС ви 


203. Равпространене теоремы Стонез на конечную циркулацео. Имя 
формулу (443), мы можемт теперь теорему Стокса выразить въ самомъ, 
общемъ видЪ. Зададимь въ векторальномь пол замкнутую лин1ю 
произвольной формы, причемъ она можеть быть и не идоскою, по 
должна толужо удовлетворять усжовпо, чтобы она сама себя не пересвкала, 
Черезъ эху ли проведемъ поверхность произвольной формы тавъ, 
чтобы эта лишя елужила ей контуромъ, Разбивь поверхность на без- 
конечно-малые элементы и разсматривая каждый изъ нихЪ вакъ плоскВ, 
примфпимь къ нимъ равенство, которое получается изъ (438), если 
такь отбросить знакъ предфла и умножить 06% части на а, т.е. ра- 
зенство ` 

=. 5-2, 
тд в безконечио-малое, Суммируя 0бВ части такихъ равенствь цуя 
вейхх элементовь поверхности, означал эти элементы черезь 48 и при- 
мё8няя въ первой части вторую теорему 8 199, найдемъ 


б= Дч.з Дя.за8, {446) 


гдф первый интеграль распространяется на данный контуръ, а второй 
ка ограниченную имъ поверхность, 

Чобы представить эту теорему Стокеа въ аналитической форы®, 
нужно сюда подотавить выражене (445) и принять во внимае, что 


1.9—608(,7), ].У==008 (,у), Е. *==е08 (9, =) 


и что 
1 == 8 соз(а, 48); 
мы получим: 


О асов (а, 95) 9 = [Е (= -#) 608 (а) -- 


а 8 


204. Обозначеня вихря. Поле вихрей, Векторъ, опредёляемый фор- 
мулою (345), мы назвали вихремв. Каждой точкф нанцаго вевтораль- 
нато поля соотвётствуегь такой вевторъ, такъ-что вез эти векторы состаз- 
хяють новое векторальное поле, которое по отношенио въ данному 
называется его полемъ вихреий. Оно можеть быть изелздуемо такъ- 
же, ханъ веятое другое лектофельное поле; объ этомь будетъ оказано 
подробифе въ слёдующемъ параграф. 

Для обозначен вихря увотребаяются различные символы: сит, 
г0% (оть елова „тоюг“), и т. к; мы будемъь употреблять первое 
ЖЗЪ НИХЪ, Т.-6. ПИбать 


3 — сита {4ат) 


По ангяШеки „ее“ зназить „ловонъ“, „зевитокъ“. 
Если пренебрегать безконечно-малыми высшихь порядоковъ, то 
Вихрь связанъ съ циркулящею формулою 


6=м, 53. . (448) 


Такь какь эта зависимость скалярная, то она для опредфленя вектора, 
* вонечно недостаточна, т.-е. одною цирвкуляц1ею вихрь еще не 
опредёляетсн; но онъ опредёляетсл тремя циркуляцщ1ями по без- 
конечно-малымъ ковтурамъь при данной точь, лежащимь въ трехь 
плосвостяхь, нормали въ воторышь не комилянарны. Если эти нормали 
взять по направлещнуь координатныхь ортовь, то можно зидЬть, чо 
форыулы (441) и (442) опредЗлнють екаляры въ разложени вихря по 
этямъ ортамт, т.-е. если 


Яд ЕЕ, 
те 


СЕМ, И, НМ, бр мубу, Е М2, Е еб: 


и поэтому 


98 _ ду 9х ди 9х 0х 
д р бр д. 


Врочемь это видно и непосредственно изъ фармулы (445). 

205. Лини вихрей. Теорема Гельмгольца, Тажъ какъ система зепто- 
ровь сие предетавляеть собою векторальное поле, 1о въ немь можно 
строить „лин тока, кавъ и во всякомь другомъ полЪ. Эти ливи на- 
зывалотся въ данномъ случаф вихревныии лян:ями. 910 хин, обла- 
далопн` свойствомъ, что въ каждой точк® такой лини вихрь наирав-’ 
ленъ по касательной лъ ней. Поверхноеть тока называется вихревою 
поверхностью. Жоли эта поверхность трубчатая, то веё вихревыя 
лини, въ ней заключенных, образують, аналогично съ егруею, вихре- 
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вую нить (УеНайеп). Эти понямя играють важную роль кавъ въ 
гидромеханик такъ.и въ учени объ электричеств®. 

Расходь вихрей черезъ данную площадку ом.у, называется па- 
пряжешемъ вихревой нити, 

Это напряжеше обладаеть замчетельнымь овойствомъ, докаван- 
вымъ Геллигольцемь (Не\но 2) зъ примфнеши къ гидромехавикЪ, 
но относящимея и во веякому другому векторальному нолю: во всей 
зихревой нити ея напряжен!е одилаково. 

Чтобы это доказать, достаточно показать, что во зоб точкахь 
полн вихрей расхождене равно нудю, т.-е. 


бум == уса 


(450) 


потому что по формулВ (429) имфенъ: 


. ы 
Фум = 


тдВ въ числителв стоить разность напряжен вихря для двухъ попе- 
речныхь офченй вихревой нити. Чтобы доказать, что @чсшЧа =0, 
обратимен опятё въ теоремБ Стокса. При вывохдё ея мы проводили че- 
резь замкнутую линшю произвольную поверхность и нашли, что 


= | ч.»ав, (451) 


тдф второй интеграль распространяется на в6В элементы той области 
этой поверхности, которах отраничена линею, служащею для опред%- 
лени циркулящи 0. Проведемъ черезь ту же замкнутую линно дв 
различныхьъ поверхности 5 и 5’, ограничивающихь собою нфкоторый 
объемь. Пусть будегь \’ значеще вихря въ точкахъ второй поверх- 
ности, & \’ нормальный орть въ точкахь этой поверхноети, счисвемый 
въ ту же сторону, кавъ и для первой поверхности, т.-е. танъ, что если 
орть у направлень ло внфиней нормали въ объему. то ортф ’ папра- 
зленъ по внутрекней нормали; тогда, по независимости интеграла. (451) 
огъ вида поверхности 


Евли же для второй поверхности вмфото орта У брать орть у, ему 
лротивоположный и слёдовательно направленный тоже во вн шнюю 
сторону по отношенио въ объему, то во нобхъ элементахь второго 
интеграла нужно перемфнить знаки на противуположные, и тогда 


Гиозав-- [ч’увв = 


8 85 
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или 
№.799 =, 


а 


т.-6. интеграль, распространенный по замкнутой поверхности, равенъ 
вулю. Но но формулЬ Гаусев, въ случа заминутой поверхности (8 195) 


Дзлав= Ганжа 
и слёдовательно 


(452) 


‚ [акт =о 


Тавъ какь это прнифнимо ко всякому пройзвольно взятому объему, то 
каждый элементь интеграла (452) въ отдфльноети равенъ нулю, г.-е. 
во всемъ полЪ 


ту = Фуше = (453) 


Аналитичеекое доказательство теоремы Гельмгольца приводится 
къ тому, что 


ди __ ду |: ди 


ФН 9 
8 (9 _ ду д (9х ар, д 9х 9х 
(ыы (и 


Обращаясь оплть къ вихревой нити, мы видимъ, что она, по 
теорем Гельмгольца, нигдё не можеть ‘прекратиться, т.-е. или она 
уходить своими концами въ безконечность или, если векзоральное 
поле запимаеть ограниченную область пространства, она замкнутая 
{см. 8 191. 


Прихожелыя и упражнения, 


183. Вихри вЪ пол сноростей тоердаго тёла, вращающагося оноло постоянной оси. 
Чтобы найги въ, какой-нибудь точь 2 этого поля вихрь но величин и ино на- 
правлению, разсмотримь ниркулящи но контурамь чрехъ безнонечно-малькх 
ззаиуво перлендикуларныхь изощадонь, содержащихь точну ЛЕ, 

@} Пусть будугь т п у’ скорости точекъ ЛГ п 1', зежемихь на одномь 
перпендикулирв Р.А къ оси вращевя, и « умловая скорость; проведемь другой 
перпендикуларъ, образующй съ первымъ безконечно-малый уголь и и пер 
каюииЯ траекторт точек ДГ и 1’ въ точкахь № п №. Вычиеаныит. цирвуляцно 
по дин ЗЕМ ММ: 

61 = ДРЛ У АМ. № М. еМаГот, 
причень лини! 2’ п МЛЕ разометриволотся какъ прямоаннейные векторы. Лер- 
вый и трезй членъ здфоь равны нулю велёдетые периездикуляриости скоростей 
в, лишямъ ММ’ в №М, дал, ММ№=РМИз МК=РМ э=оРМ, 
Ф-=ыРМЬ поэтому 


&=(РМ"? — РУ. 
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Зафеь члены въ скобкахь предехаваяють удвоенныя площади сенторовь 27'РА’ 
и РЯ, а ихь разность удвоениую плопадь я; площадки, ограниченной линею, 
по которой вычисляется циркуляия; 
такъ что 
в. -= Зо, 

Нормаль къ ллошадкв пыфеть на- 
правлеве оси вращения; по формул 
(4481 паходимь дал вихря въ точь ЛУ 
6, 

8. ды, (454) 


° 


№. 


$) Циркуляци вокруг» паовадии 
М09-М, нлоскость которой содер- 
жихь ось вращен, разиа нуле, ло- 
тону что скорость периендлкуяярна 
ко вебмъ этлемептамь контура этой Фиг. 61. 
площадки. 

&) Циркудащя зокругь площадки МОЕМ, огранпчегиой двумя круговыми 
дугамл МГ и ОВ равныхь радусовъ и двумя прамымы, №9 п АМ, караляель- 
выми осп вращеня, тоже равиа пулю, потому что элементы царкулящ, соотвфт- 
ствуюние круговымь лугамт, равны съ противуположеыми знаками, а друме два 
элемента пиркуляци равиы нулю. 

Мы вихныь, что проек вихря ва нормали кф двумь посддним® 04о- 
щадкамь равны нулю, и поэтому омъ паролаеленъ оси вращения: Ведбдотв!е этого. 
изь формулы (454) мы закяючаехь, что вихри во вебхь точках поля геометри- 
чесни равны, параллельны осп вращения и своимт тензоромт имфоть удвоенную 
уиловую скорость. 

Не елдуеть думать, что существоване вихрей возможно только 
тогда, когда векторы ыфняють свое направлеще съ переходом» отъ 
одной точки поля въ другой. Могуть быть случаи, когда направлене 
зекторовь мВняется, а вихри вездв равны нулю, и случаи, когка вс% 
векторы пола параллельны, а вихри существують. Это будеть показано 
в5 сяЗдующихь лвухъ упражнешяхь. 

104, Въ гпдромехапиев показывается, что возможно слфдующее движеше 
неежимаемой жидвости. Она движется параллельно плоскости тать, что в0$ точин 
ны одномь перпендикулярВ въ плоскости ныть скорости геометрически равных, 
и притомъ въ каждой плоскости двищешя зонт чоха предоставляются концентри- 
чесьнми кругази, & центры вофхв пруговЪ расположены на одномь пердендику- 
лярв къ плоскости движешя, воторый можно назвать осью всего движения. 
Скорость вевхь толенъ обратпо пропорщовальна ихъ разстолн!1ямъ 
оть оси движенйн, 

Вызисломь циркуляцию мо такому же контуру ИЛ" МММ, который мы 
разоматривали въ упражнений: 103, @). Такъ какт теперь РД’ = РМ, то цир- 
вулящя по этому контуру 


в, = (РР — РАФ 0, 
Пиркулищи по двумь другамт площадкемь, раземотренныеь въ томф же упраж- 
ненпт, равны чулю па прежнихь основашяхт. Отеюхе мы захнючаель, что про- 
екцз вихря не три взытино-перпепдинуларлыхь назравзеня равны вузю; 
вательпо вихря ить. 
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105. Измфияемое тАло совершать движение, которое называется сАвнгом»: 
въ тВяБ сушествуеть неподвижная плоскость, скорости везхь тотеюъ нараллельны 
ей я между собою, проиорщюяальны разстояшямъ озть неподвижной плоскости и 
то разныя сторовы отъ этой плоскости пыфоть прозявуполощрыя направлея, 
Пусть пеподвиянал плоскость сдвига перпевдикулярка пъ плоскости чертежа и 
АВ ея слёдъ, $ разстолше точки ЛМ отв плоскоети, тавъ что скорости точень 
М в М' пыФоть веллчяны: = па ии, 

| , тдб ‘п общ пля вобхь точекъ „воэффи- 
м м >’ щенть сдвига“. Цирвулящи по контуру 
прямоутолкнива ДЕЛАМИ: 


с= МУ — ИВМ фт, 


ТА с измфрнеть илощань прямоугольника 
АНУ. оля * орть, пормальный къ 
этой изомалий, то для вихря пыБент: 


А 


фк 68, Жо =. 55) 


Цирвкуляя по контуру, плоскость которого параллельна неподвижной изоскости, 
равна нулю, потому что тазгь скорости везх% точекь сеомезрически равны. Цир- 
кузяша по коптуру. лемащему въ илосвости, которая перневдикулярие кт илос- 
коетлуь двухь первыхь ковтуровъ, тоже равна пулю, потому что замъ скоростя 
перпендивулярпы ко вефыт, эдементамъь контура Отеюла мы заключаем, что 
вихрь соетонть только изЪ одной слагаемой (455} и представляется поэтому век- 
торомъ, церпенликулярнымь иъ илоскости прямоугольника МИ’ ММ. Монно 


ваписать; ж =>. 


106. Опредфлить вихрь зЪ пол скоросхей въ общемь случа движеня 
твердаго тЬжа по формул (445). ОтвЪ ть: 
= ЭбозЕ  ву} о, К) 2, 


тдЁ ев векторъ угловой скорости. 


107. Опредфлита вихрь въ полф ускоренй въ общемъ случаф двнженя твер- 
даго тфаа. Осв тт: 


Я, 


ТВ в, геометрическая пропзводная угаовой скорости, 
198. Показать, 910 въ поляхьъ, раземотрфнныхь въ упражиешяхь 100, 101 
н 102, вихри отеутехвують. 


Друя яифференщальныя операжфн вт, векторальномь иолф. 


206. Грашентъ. Въ $ 182 было уже замфчено, что аналитическое 
изучение «вокторальнохо поля оводитея къ изучено трехф аналатиче- 
окихЕ функщй Х, У, 2, скаляровь въ разложени вектора ц по ор- 
тамъ, зависнщихь отъь трехь независимыхь перемённызхь, скаляровь 
3, 9, 2 въ разловещши полярнаго вектора г по ортамъ. Каждая изъ 
этихь функшИ при помощи нЪфвоторой дифферентельной операши 
приводить въ 06обому векторальному полю; эта операвля, зоторая мо- 
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жеть быть примфнена ко всякой функщи трехъ перемзнныхт, выра- 
зклетсн символомь 


. 9. д 
РТ - 56) 


и позучаеть реальный смысль, если лодъ знань \7 и подъ знави чает- 
пыхь производныхь подставить какую-нибудь фунедио перемнныхь 
4, у, 2 напримЪръ; 


хх. ах 
Ух Ты Ра 


(457) 


Получаемый танимъ образомъ векторъ называется градентомь 
данной функши или также ея дифференщальнымъ параметронъ 
перваго порядва. Тазъ какъ такой векторъ можеть быть построенъ 
дая воелкой точки т, то мы и получаенъ цЪдое векторальное поле 
градентовъ. 

Операмя \/ надъ зекторомь, & не надъ скаляромъ, не инфеть 
прямого смысла. Если составить 


. то Аи Рю. 
Ув = уха лю = +, 


аки +, , аи 2ю 
+- % 3- Е К, 


конечно считая при этомъ 1, }, К постоянными, то это приводить къ 
произледенянъ И, Ц, ,... не геометрическим и не вевтор!- 
эльнымь. Опи могуть быть конечио тавъ или иначе условно поня- 
маемы, но мы не будемь здфев вводить необходимыхь дли этого но- 
выхъ опредфлеюй н операщи 57 надъ векторами производить не 
будемь. Джиббеъь (61053) называетв выраженя, гдВ два вектора 
поставлены рядомь и не ‹оединены между собою ни знакомь геоме- 
трическаго пи знаномь венторальнето произведеня, д!адами, х 
строить на вихъ цёлую метоху векхоральнаго анализа, о которой 
будеть дано поняме въ конщЪ послфдней главы. 

207. Формальная связь гращента съ расхождененъ и вихремъ, Весьма 
удобно и самый символь \/ формально разсматривать какъ векторъ, 
а символы 9/9, 0/9у, 9192 какъ сканяры, т.-е. производить надъ ними 
дБйстыя по правихамь вектор?альнаго анализа. Тогда, пользуясь свой- 
съвомъ озавиной первендивулярности ортонъ 1, }, Е, можно написать: 


уаз а 2%) 


ХЕ 
миг, 
9; 9..0 >: : 
Уха = (1-2 } хз р У] + 2ю 
92 Хх 92\: г 
( =) (= 
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то-веть 
У - и = аа, 
\ Х в== сайа. 


Захфтимь еще формулы 
АХ УХ.чщ, лУ=\ У. АР, (458) 


которыя получаются оть твометрическато умножетя выражен вида 
{457) на че = А -- Ау) -РА2К, но которыя примфнимы впрочемъ только 
тогда, когда векторъ -Е безконечно-малый и когда пренебрегается чле- 
нами выешихьъ порядьовъ. 
208. Дифференщальный параметръ второго порздна. Будемъ разема- 
тривать символь > 
У. У = 


какь геометрическое произведене двухъ геометрически равныхь векто- 
ровъ, т.е., пользуясь формулою (456), пранимать: 


НаяримЕръ 


0х, @х, 9х 
Ух читая Ки 


Такое выражене называется длифферевщальнымъ нараметромь 
второго порядка той функции, которая стоить подъ его знакомт. Ол 
тоже играетъ важпую роль при изучен и векторальнаго поля. 
Замблимь себ, что если векторь и есть гражевтЪ какой-нибудь 
скалярной функши (ху, 2), то по формуламъ (431) и (456); 


ув = 77. (459) 


209. Операщи а. 57 надъ сналяромъ и (а. $7) надъ венторомъ. Цер- 
вый изъ этихЪъ символовь мы будемь понимать такъ: 


: : 9: 9. д 
в. У = ии -наю). (Азик) = 


8, 9 
-Н яда (460) 


—@а 
чавь что напримврь 
а. У7= ор бр + т. (461) 


Если а есть ортъ даннато направлена, то лыражене (461) опрел&- 
зиетЪ собою проекицо гращента функши У’ на это направленйе, 
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Символь (460} можеть быть примёненъ и къ вектору; но нужно 
помнить, что \/в смысла не имфеть ($ 205); поэтому мы будемь писать 
не &. Уз а (а. Уи, и это будеть значить: 

ат Х1-- У + 2) 
ина НЕЕ |, УЕ ИИ 


0х1 ЖЗ - 2К) хх 
а, ЕЕ ео ы в: 


У ау. 9У\. 97 ь 
(“. Е На РТ +“ =) } ( в аб бу Е: 9 —) {469} 
или сокращелно 


@&. Уж=@. Ух): @. У) а. 92) (463) 


216. Преобразоваще выражешя (сиз1а) Ху. Это выражене намъ 
нужно при рёшеви одного весьма общато вопроса {8 211). Опредёляя 
траденть теометрическаго произведена п.у двухъ венторовь, бу- 
демъ подь знаками \Укн.у) и \/(а.у) подуазумвать результатт, 
который получается пря операши \/, ногда только одинъ изъ множи- 
целей и,у считается леремённымь. Наприм®ръ, если Х’, У", 2' ска 
дяры въ разложени по ортажъ вектора 1, считаемаяго постояннымъ, 10 


Ущи.) == ухх’-- УТ 77) == У (хх) уу) УЕ) 
= Ху. Х- У, 2,8 


хин 
НУЮ). ив 
Легко видЪть, что 
У (и. у) = Уа. и -- Уи.) (465) 


Составимъь теперь вехторальное проязвежеше 


боже к] 


ы ха 
= -(ы чу 


Не х- и 


Сравнивая это выражен еъ разностью 


(т. Уи — Уи. 9, 


1. Сомов, Вевтовазьный ция, м 
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которая можеть быть сосмавлена по формуламь (462) п (464), мы и 
находимъ: 


(сии) Х = (9, У — Уи. 9). (466) 


21. Изыфнеще зектора какого-либо поля въ зависимости отъ изиБ- 
неня его начала. Въ глазф УИ разематривалось измнен!е вектора нь 
зависимости сть измвневя нфкотораго окахярнато параметра, Теперь, 
въ нолВ векторовъ, мы раземалриваемь намёнен!е пекторовь съ лере- 
ходомьъ охъ одной точки полн къ друтой, т.е. въ зависнмоети отъ изм$- 
нешя полирнаго вентора его начала. Тавныв обравомъ здесь являетея 
зопроеь о дифференпнровав1и вектора по вентору. Общий зопрось о 
такомь дифференцироваян находится еше въ начал своего развиты 1) 
и мы въ него адавалься не будемь, огравичизалек поставденною яыше. 
задачею. 

Такъ казъ положене точки опредфдяется тремл скалярными пара-- 
метрами, то, аналитически, измбнене вектора зависить отъ измненя 
этахъ трехь скаларовъ, п вопроеъ приводится къ распространелю на 
три независнмыхь переыфнныхт того, что разематривалось въ главё УП, 
какь это и было уже въ новцё той главы замёчено. Наша, зедача бу- 
деть состоять въ томъ, чтобы изыфнеше вектора поля выразить одною 
общею векторааьною формулою, объединив измвневе трохъ скаляровъ 
однимъ векторальвымь символом т. Итакъ, мы ныфемъ: 


КЕ 


требуется выразить ти == 1 — п черезъ г, пи ти. 
По формул (399) 


==г), ‘и 


18 = АХ1--А) -РАЕК, 
а отсюда, ио формулам (458): 


ли== (УХ . 21-5 7 У.) + 77, Е 


ПримЪняя же формулу (468), находить: 
30 = (ар. \/)щ. 


Это выражен, замфчьтельное по слоей компахтноети, еще недостаточно 
наглядно; преобразуемь его, пользуясь зависимостью (466), По нев 


= (а. 9) -- (виа) Х <; (467) 


') Сы. между прояныь: УЧебот РЧвеВег, УссотЯЧегеафабот пий Уес- 
фотрбевтамюоп, 1804 г, 
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и также 


м =ц-{- Уи т) (сша) Х че. (468) 


При выволв этой формулы предполагалось, что г беяконечно-малый 
пекторъ, высшими степенями котораго (степенями его тензора) можно 
пренебрегать; потому что мы пользовались формулеми (458), которын 
примёнимы только въ этомъ предиоложенн. Но если скаляры вектора п 
суть ливейныя функши оваляровь х, у, # иди, говоря короче, воли 
векторъ и есть линейная функщя вектора № (глава Х), то формулы 
{458) и для конечвыхъ приращенйй осталотся вЪрными; тогда, полагая 


р —* 


можно считать точки 24) и М”) находящимися и на конечномъ раз- 
<толши другь отъ друга, и формулу (468} переписать такъ: 


Ши -- Ув. (1 — 2] -- (сага) Х @'— г). (469) 


Пряложеня и упражнении, 


799. Принфнить формулу (469) къ полю споростей (у) въ льнжеви 
твердаго тфла. Это позе опредфллется формулою (74): 


Уха — 


си. другой стороны, въ этомь пол дан веЪхь точевъ выхри геометрически равны 
и опредфлинотся удвоенвымь векторенъ угловой скорости, т.-е. сиг1 у = 2% (упр. 106); 
поэтому можно паляезать: 


Е 1 {енйт) Хе — к). 


Точно танже дял точни Ми) изфемь 


о 1 еше) (в) 


Е 


у 


откуда, вычитанемъ находил: 
ищу 1 ; 
У У д (©) Х (и — г), 


Сравнее съ формулой (469), которое можно сдфлать, потому что х линейная 
фувьщы вектора г, показываеть, что для поля скоростей твердаго тБла, 


Уи." 1 цену) хи 


Предлагается это провфрить по форыуламь 88 296 п 210. 
110. Въ пол скоростей движены какого-нибудь измёнаяемако узла 
выдфльть дяя точекь безнонечио-налой частлиы сяорости двзщевя безь дефор- 


те 


мациг оть скоростей, зовпсящихь только оть деформомуи. Отвфт: Ма оспование 
результала предылущей задачи, который можно телерь иримфопть только иъ 6ез- 
олечно-малой частиц, есяи у есть скорость точки 14 (г), то схорость у’ смежлой 
сь нею хбчин 2х), привадлежелней той же часуниф измфняемаго тфла, может» 
быть разложена на дв: 


Уи, 


тиф ух скорость лвижешщя безь деформедиг, д т, завиенть только отб дефориацие 


(сиу) Хх (Е. 


уф фах мЕмУникыи 


ГЛАВА 1%. 
Ноля. потенщальное, соленонлальное и общато лида. 
Чотениальное коде, 


212. Различные виды потенщальныхь полей. Расхождене и вихрь 
весьма важны длн характеристики векторальнаго моля. Мы увидимъ 
ниже, что эти элементы, при и®которыхъ добавочныхь усломяхь, мо- 
туеь даже волн опредфлять с0бою самое поде. Этотъ вопросъ состал- 
вяпетъ одву изъ основпыхь задалъ всей математической физики. Въ 
общемъ случаф, въ данномъ полё для всякой его точки существуеть и 
тоть и дьугой элементь. причемь первый изъ нихъ, Чу, скаларный, 
а второй, са]а, векторальный; но могуть быть случан, когда во веемъ 
пол или въ ыфкоторыхь его обхастяхь тогф или другой изъ этихь 
элемепторъ отсутетвують, и также можеть существовать тавое поле, 
зъ которомъ ‘оба эти элемента отсутствують. Всф эти случаи имфють 
зажное физическое зпачеше и требують лоэтому болфе близкаго раз- 
смотрЬн!я; притомъ же мы увидииъ, что похе общего пида можеть быть 
разложено на поля этихъ частныхь видовъ, и такимь образом» упро- 
щаетея эго изучене. 

Поле, въ котором ош и==0, мы назвали потенц!альныме (8 199). 

Поле, въ которомь @уи==0, мы назвали соленоидальнымт ($ 190}. 

Поле, въ воторомъ и щ==0 и си] ц==0, носить назвае Лапла- 
сова поля по причинз, которая выясвится ниже. 

Поле самаго общаго вида называется иногда вихревыхь полемь 
{УУпьеНе]), такъ какъ содержить вихри; но это можеть цовеети къ 
смфшеняо еъ понямемь о нолЗ вихрей ($ 204); и поэтому мы ему 
спещальнаго пазвация давать че будем, 

Цоле можеть быть потелМальнымь или во всешь нросгранета® или 
оно можеть быть ограниченным или, наконець, оно можеть быть потен- 
пЧальныгь только въ нЪиоторыхь областяхь, причеми въ остальныхь 
областяхъ оно будехь или солепонлальнымь илы подемъ общего внла. 
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Въ упражнешяхь 100 и 101 поле потеншальное, въ упражиенхь 
98 и 105 ноле соленондальное, нь упражненм 102 — Ланласово, въ 
упражневи 99 поле общатго вида. 

213. Потенщалъ. Переходя теперь къ изучено потенцальнаго 
поля, мы будемъ пока предполагать, что пространство, занимаемое по- 
лемъ, неограничено и что во всемф этом, пространств н®тъ областей, 
хоторыя содержали бы вихри. Гакое похе, согласно съ теоремою Стокеа 
($ 203), характеризуется тёмъ, что въ немъ диркуляд!я по 
зеявой замкнутой лини равна нулю. Инляе можно это поле 
охарактеризовать тВмтъ (5 198), что въ немь линейный интеграль 
между двумя произвольно взятыми точками О и 2, 


В= ить, ° (470) 


9х 


не зависить оть вида пути, по которому онъ беречся. 

Идя каждый разъ отъ одной и т0Ё же точки О нь ханой-нибудь 
точкё Л вектомальнато поля, мы получаем для послЬдней скалнрь В, 
не зависли отъ пути иитегрировант, а зависла только оть поло- 
женя этой точки. Такимъ образомъ мы получаемъ скалярное поле (3) 
{$ 193). 

Если за неходную точку выБето точкн О взять другую, О’, то 
ве екаляры В изывватея на одну а ту же величину; потому что 


В, В, 


тдз В, для вефхъ точекь Л одинаково. Такъ какъ исходная точна О 
можеть быть выбрана произвольно, то скалярное поле {В} не вноля5 
опредфлнетея векторальнымь колемф (п): въ завясимость между ними 
входить произвольное постоянное. Это. обстоятельство впрочем 
зущественнвло значен!я не имЗетъ, танъ хакь нась будуть интересо- 
зать только изыфнешя скаляра В и слдовательно будуть играть 
роль только разности значен!й линейнаго интеграла для двухъ кавихъ- 
либо точейъ поля. Чтобы избежать приеутотв]я этой произвольной ио- 
отоянной, можно или разъ назсегда выбрать начальную точку или, каж 
это бываеть удобно во иногихь приложеняхъ, въ особенности въ теор 
притяжен!, взять исходную точку въ безконечности. Само собою по- 
нятно, что это возможно только тогда, когда векторъ п на безконеч- 
ноети ‘исчезаетт, и притомъ такимъ образомъ, что линейный интеграль 
остается при этовь конечнымь, несмотря на безконечный путь инче“ 
грированЁя. Ниже это будеть полробиве разобрано. 

Интеграль 3 называется потенщаломъ даннаго поля (и), 
которое ноэтому и называетея потенцгальныме. 
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Дальше ‘мы будезиь считаль точку О взарлифе выбранною и для 
потенщела принимать формулу (470). 

Сотлаено предыдущему, позеющаль есть екалярная фунютя по- 
лярнато велгора г точки поля, а поэтому аналитически ошь предота- 
влнезел фупкшею координат этой точки: 


В=У(,з, 


(ат) 


При изучен иотенщала большую роль играють геометричесвя. мета, 


точек, для которыхь нотеншаль имфетъ одно и 10 же значене. Эти 
феста суть поверхности, по условию: 
У (+, 9, =) == 60186. (472) 


Эти поверхности назывелотея поверхностями уровня (гидромеханика) 
или потенцальными. Давая постоянному во второй части уравненьг 
(472) разных значевя, мы получеемъ цфлую систему позенщальныхь 
поверхностей. Веявал такая поверхность имветт свойство, что линейный 
нитевраль отъ точки О до веякой точки этой поверхности ичЗеть одно 
и 10 же значене. 

214. Опредфлене вектора по данному потенщалу. Формула, (470) опре- 
дЬлнеть потенилалв по данному вевтотальному потенщальному полю. 
Предположимь теперь паобороть, что данъ потенщаль, и требуется 
для какой-нибудь точки М найти значене вектора в. Розьмемь около 
точки М безконечно къ ней близкую М’; кяя нея 


В = / в. Е, 


би" 


и можно написать, отраничивалег. одиимъ элехентомь интеграла: 


(473) 


Прим нахь это уравнеше въ случаю. когда точка Л находитея на 
одной потенщальной поверхвостн 5 точкою тотда В'==В, и мы 
иыземь: 


м. 0. 


Это показывает, это невторъ и напразленъ перпендикулярно къ <г; 
но такъ каБъ при этомъ че можеть ныбть веякое направлеше на по- 
зенщальной поверхности, то отеюда слёдуеть, что векторъ п и5 
хочкВ М ваправленъ но нормади кк потентальной поверх- 
ности, проходящей черезъ эту точку. : 

Пусть тенерь Ми 1 находятся на разныхь потенщальныхь по- 
верхноетяхт. Возставимъ изъ 21 пормаль к проходящей черезь нее 
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поверхноети, н пусть будеть Ав отрёзокь нормали между поверхно- 
стями (В) и (3; въ этомъ случай 


В— Ви. = идя, (474) 


здЪ веры зпакь отноешлея къ случаю, вогла уголь (и,Р) острый, 
& ниж знакъ случаю, кода 
оть тупой; но въ нервомъ слу- 
32% В В, а во второмъ В'< В, 
Отсюда заключаенъ, что везторъ 
и направленъ по нормали въ 
поченцгальной поверхноети ве ту 
Фиг. 68. сторопу, куда потенщалъ воз- 
растаеть. 
Въ формудё (474) мы пренебрегали безпонечно-малыми зысшихь 
порядковь; переходя къ предфлу, мы находиыь дли чнохеннаго зна- 
зеншя вентора п: 


= и 8 — 
"— 4 ° 


(475) 

В — В есть приращене фувкше Ух, у, 2), которое она полу- 
чаеть при переход оть одной позсищальной поверхности къ другой, 
къ ней безконечно-близкой. Поважемъ, что предфль отнонешя этого 
зрираженя въ отрфзву нормали между обфиин новерхностями есть 
трад1енть потенщала нлы его дифференщальный параметръ 
перваго порядка ($ 205). Если пренебрегать безконечно-малыми выс- 
шнхЪ порядков, то 


9 


а И д. 
ВВ, му 9 Аа: 


ел. другой стороны 


п. == ХАж-- У 244. 


Тажь хамь эти выражешя разны при велиомь тг, т,-е. при воякихь 
зваченихь Аш, Ау, Ар, то изъ равенства (473) получаемь: 


т (476) 


к (апт) 


215. Лими тона въ потенщальномъ пол. Цотеншальтыя поверхности 
дають весьма наглядное представлене о распред$лени векторовъ поля, 
-Ироведемь систему этихъ поверхностей, соотв тетвующую равноотетоя- 
щимъ звачешямь потеншала. Во везхь точкахь векторы къ нимь нор- 


= 917 — 


мальны и направлены въ сторону зозрастающаго потенщала *). Отсюха 
непосредственно слёдуеть, что всё лиши тока перееВкають систему 
потенщальныхь поверхностей нор- 
мально. Далфе мы видимъ, что тамь, 
тдВ эти поверхноети проходять те- 
не, тевзоры векзоровъ больше, по- 
лому что тогда по формулВ (475) 
при постоянном чиелител® знаме- 
палель меньше. 

Если векторы ло зсемъ пол} 
конечны, то нигдВ смежныя нотен- 
щальныя поверхноски не могут 
другъ друга касаться; он не мотутъ 
таже пигдв пересфкаться, тавь какъ это дало бы для одной точки 
два, значенйт вектора, а мы разематриваемъ однозначное зевтораль- 
ное поле. 

Если поле нетолько потентальзое но вмфетв съ тВит и солено- 
идальное, т.-е. если‘оно Лаплавово (8 212), то вс лини тока своими 
вонцами уходлть въ безконечность. Въ $ 191 было уже зам чено, что 
въ соленондальномь нолб лини тока могуть быть только или замену- 
тыми ин своими коицами уходить ВЪ безконечноеть; но первый случай 
злдфеь невозможень, такь кавъ линейпый интеграл 


Дит 


по лиши тока, т.е. при совпадени направлен векторовв ци ст, ео- 
стоить чюльшо изъ положительныхь (а при обратномь направлени 
только изъ отрицательныхь) элементовт, и потому цирвулят я по ли 
хока не можеть равняться нулю, что противорфчить предположению, 
что поле во всемъ иеограниченномъ проетранетв& потенщальное. 

216. Важный частный случай поетенщеальнаго поля. Предположим, 
зто потеншальная фувещя есть какая-нибудь пепрерывнан фунеция 
разегонщя т точки поля оть полюса, 


=), 


остающаяся конечною во всемь нолЗ за ненлючещемь развё самало 
полюса, гдф опа можеть обращаться и въ безконечность. Потенталь- 
ными поверхностями служат понцентричесыя сферы ©ъ центромф въ 


1) Часто вь физпкВ иотеншаль разематриваетел ет обрагяммт, знакомы; 
тогда В'— В=о--и,<к, и векторы поля направлены въ сторону убывающаго 
потеншила; слово эгращентт“ замфинетея въ этомъ случа словом „падене“ 
{бейте 
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полюсз. Отрёзокъ пормази ‘между двумя смежными поверхностями 
5—7, Теизоръ вектора поля но формул (475) равенъ пронззотной 


ЗЕ 
Я 


& самый векторь и направдень по вектору т, въ ту няи другую его 
сторону въ зазиснмости оть знала этой производной, тавъ какь онъ 
паправлень въ сторову возрастьшя потеншальной функши ($ 213}, 
Принимая во внимане, что ортъ вектора равен этому вектору, д’ 
ленному на его тевзорь, инфемь: 


в = 


И. 
В т. 


Опредёниаиь расхождене этого ноляпо формул (429), заметив 
для этого, что линНы тока вавь лини, ортогопальныя вл, потеншаль- 
нымъ поверхностямь, здАФеь прямыя, проходящая черезъ полюсь. Возь- 
мемь отрзовъ струн, имбющей своныъ поперечным сёченемъ я весьма 
малую площадку на потезщальной лоперхноети (»); тазъ какъ струя 
знебечь эдфеь зоничееную форму ев вершиною пЪ полю, 20 па по- 
зерхносты (-- А») ефчен!е струн будет: ` 


а поэтому по формул (429): 


«ему 
= 


ГА — 9/6) 


(479) 


тхф № ноелояниое. Тогда но формул (478) 
К 


э” 


и=-- 


. (480) 


& формула (479) даеть Фуа =0, +.-6. это поле Лапласово. 


Потеищахьное ноле въ миогоевязнонь иросгранетв®. 


217. Поняе объ односваязномъ и о иногосвязномъ пространетвахъ. До 
сихъ поръ мы предполагали, что векторальное поле занимаеть неогра- 
ниченное пространство. Еслё 310 поле ограничено, то при изучены 
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его нужно различали, случан, когда занимаемое имъ вроетранство одно- 
связное и вогда, опо мнотосвязное, потому что получаемые при этомъ 
результаты могут существенно различаться; напримрь въ потенщаль- 
номъ 10лф, въ первомъ случаВ потенщаль однозначный, а во вхоромъ 
случа многозпалный. Чтобы выяснить разлище между одноевязиымь и 
многосвязныень пространетвами, возьменъ въ данножь накъ-либо огра- 
ничениомт, пространств% произвольную точку А, проведемь черезъ нее 
произвольную замкнутую линйо и будемъь эту ликио пепрерыввымъ 
образомь хеформировать тать, чтобы она, сокражаяь, обратилась въ 
прехфлф въ точку А. При этой деформаши лия можеть или все время 
оставаться внутри даннаго пространоква или должна будеть изъ него 
выйти. Если длл водкой замклутой лынйн и для велкой точвни А воз- 
можно обращен! лини въ точку безъ выхода изь даппаго ограпичен- 
наго пространства, то послднее называется одвосвязнымъ; если ве 
эт0 не для всякой замивутой лиши воззожено, те пространство незы- 
вается иногосвязнымъ. . 

Примфры односвязнаго пространства: 1) все неограничелпое нро- 
странство, 2) область, огранитенная шаровот поверхностью, 3) область, 
выЪшняял но отношеню въ шару, 4) область, заключенная между двумя 
зтаровыми поверхностями. 

ЦрииЁры многосвязнаго пространства: 1} кольцевое про- 
странство, 2) пространство, внфшнее по отношенно къ кольцу, 3} про- 
странетво, занятое доекою съ н®екодькими отверемями, +} иростражетво, 
знфшиее ло отношеню кз одному или къ ифеколькимь цалиндриче- 
скикъ поверхпостям, ефчешямн которынъ служатъ замкнутый лин. 

Велкое многосвизное пространство можно превратить въ одЕосвяз- 
вое дополнительными поверхностями, „ллафрагмами“; нричемъ нодразу- 
мфваетея, зто проводимыя въ дапнохь простраяствй замвнутыя лиш 
дафратмь пересфкать не должны. Этими Мафрегмами устраняются изъ 
раземотраня тА замкнутыя лини, которыя не могуть быть обращаеми 
въ точку непрерывнымъ сокращешему безь выхода изв даннаго в]юо- 
етранства. Цояенимъ это слёдую- 
щими примфрами: 1). Дано’ коль- 
певое пространство, оно много- 
связное, потому что замкнутая. ли- 
зя АВОА, проходящая по всему 
кольцу, не можеть быть непрерив- 
нымЪ сохращенемъ обращена въ 
очку безъвыхода изъ дазнаго про- 
сгранетва. Проведен поперечную Фиг., 65. 
мафратму ММ: тогда въ кольцв 
це нельзя проводить тавихь лан, хавъ А.ВСА; всякая же замкнутая ли- 
н1я внутри кольца, не пересзкающая дафрагмы, можетъ быть обращаема, 


въ точку. Итакъ, проетранетво сдфлалоеь односвязнымъ. 2) Дано про- 
страцётво, вифшнее по отвощеню къ пмлинирической новержносхи, 
выфющей своимъ поперечнымь сбчешемв замкнутую лин!ю. Проведемь 
вокругь цилиндрической ‚поверхности замкнутую лино АВОА; она 
не можеть быть обращаема въ точку непрерызвымь измёнещемь без 
выхода изъ даннаго пространства, ".-е. безъ входа въ область цилиндра, 
слфдовательно данное пространство мвохосвязное. Оно обращается въ 
одноевязное лафрагкою Р въ видВ нлоскости, ограниченной кахою-лябо 
образующею Ю.Е цилиндра и раевространнющеюся въ безконечность; 
вотому что тогда уже нельзя проводить замкнутыл лини, обходяийя 
вокругь цилиндра. 

Наименьшее число дафрагмъ. которое необходимо, чтобы много- 
связное пространство обратить въ односвазное, едоженное съ единицею, 
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опредёляеть порядовъ связности пространства. Сообразно © этимъ. 
пространство можеть быть двухевязное, трехсвязное ит д. Въ хвухъ 
предыдущихь примёрахъ ны имземъ пространство двухевязное, потому 
что для обращеня в5 односвязное пространство было достаточно одной 
дафрагмы. Пространотво, занятое доскою съ двумя отверетями, трех- 
связное. Пространство, виёшнее оо отноменю въ четыремь кругозвымь 
пилиндрамъ съ параллельными образующими м не имбющимь общихь 
областей, пятисвяеное. На фиг; 67, въ понеречномь сфчени, зто нро- 
странотво четырьмя плоскими цафразмами АЗ, СО, ЕР и СН обра- 
шено въ пространство односвязное, 

218. Линм тона и потенщаль въ многосвязномь пространств. Вь 
потенщальномь поль, заполняющемь односвязное пространство, лини 
хока не могуть быть замкнутыми. Для Лапласова поля это было уже 
разъяенено въ 8 214 и было показано, что тамъ лин тока своими 
концами уходять въ безконечность. Въ потенщальномь аолё болве” 
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общаге вида лини ‘тока могуть и не уходить обоими концами въ без 
конечность: они могуть начинаться въ какомъ-нибудь источник ($ 191} 
положительновь; и ованчиваться въ другомъ источнивф, отрицательном, 
изи, исходя изъ источника, уходить въ безконечноеть; но замкнутыми 
линями они веетаки быть не могуть, так какъ цирвулящя по лими 
тока равна нулю быть не можеть, Другое дЪло въ иногосвязномь про- 
странствв; тамъ циркуляшя по такой замкнутой ливи, которая не 
можеть быть, не выходя изъ поля, обращаема въ точку; можеть ине 
равняться нулю, потому что вн потенщальнато поля и притомь внутри 
такой замкнутой линш, мотутъ проходить вихревыя нити. 

Изъ еказаннаго елВдуетъ, что въ односвязномт пространств потев- 
Щаль можеть быть только однозначнымь, а въ мнотоевявномъ впро- 
странствЪ онъ непремВнно будеть многозначнымь, еели только суше- 
ствують въ пол$ замкнутыл ини тока. ДВЙствительно, исходя на такой 
лини изъ. какой-нибудь точки ЛМ, вЪ которой нотенщалъь имфетъ зна- 
чеше В, мы посяВ обхода возвратимся въ эту точку съ другимь зна- 
чешемъ потенщала, потому что линейный интеграль по лини тока, 
состоя только изв положительных или только изъ отрицательныхь 
элемонтовъ, нулю равняться не можеть, Этоть случай требуетъ болёе 
внимательнаго раземотря. При этомъ, говоря о замкнутыхъ зишяхь 
тока въ потенщальном® пол, мы этимъ самымь будемъ исключать изъ 
раземотрёня тВ области, въ которыхь сущеетвують источники иди зе 
будешь предполагать, что поле вообще Лапласово. 


219. Цикличесня постоянныя потеншальнаго поля въ многосвязноиъ. 
пространсте$. Циркулящя по лин, обращаемой въ точку, и въ много- 
свазномв пространств равна нухю, такъ какъ внутри такой ливи въ 
потеншальномь полё внхревыхь лин не проходить; мы обратим 
теперь наше внимаше на заминутыя лини, не обращаемыя въ точку. 
Двф такого рода лиш, которыя мотуть переходить одна въ другую 
непрерывныеь изыфневемь безъ выхода изъ грапицу поля, называются 
сравнимыми между еобою. 

Циркуляц?я но двумъ сраваимымь лин|ныъ равны между 
собой, Пусть будуть АВОА и АВ'ОА дв сравнимыя лин. Совди- 
нивъ дв8 точки Е и Е этихь ли, 
равемотримь  пиркулялю © 00 лини Е 
ЕАВОЕЕСВАЕЕ; эта лишит можеть 35 
быть обращена въ точку, хотя для каждой 
изъ данныхь лин въ отдльности это и 
невозможно; а потому’ циреулящи но этой 
лини рарим нулю. Разобъемь ее на сумиу 
линейных интеграловъ: 


9=(вавоЕ)-|-(ЕЕ-ЕСВАВ-НЕВ,; 
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Такъ каБь 
(ЕР (ЕЕ) 
(ЕОСВвАЕ=-(ЕАВСЕ). 


то и находимъ 
(ЕАВС'Е)=(ЕАВСЕ) 

'Итаьъ ыы видимъ, что пиркулящя по лини, ие обрашаемой въ точку, 
не зависить отъ формы ли, а зависить только отв того, какое про- 
странство, вншнее относительно. даннаго поля, она обходить. Такимь 
образомъ, для опредфленя въ многосвязномь потенщальномъ полё 
зовхь пиркуляшй, не равных» нулю, достаточно раземотрЪть нфкоторое 
вонечное число ихъ. 

Эти диркудяши мы будемь пазываль главными и ихь величины 
циклическими постоянными. 

Чиело циклических постоянныхь равно числу дефрагит, 
обращающихь шногосвязное пространство въ односвязное. Дуя 
поясненя этого возьмемъ съ каждой стороны какой-либо изъ дафрагиь 
точки Ми М', безконечно близыя между собою, и соединииь эти точки 
лишею МВАСМ’, не выходящею изъ полн и ые пересВкающею ни 
этой, ни какой-либо другой лафрагим. Интеграть 


ит 
дм 


но этой лиши ие равень нулю и отличается на безконечно-малую ве- 
дичину оть полной циркулиюи но лини МВАСМУМ; поэтому въ пре- 


Е 
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ДАЛЬ, когда точки Ми М’ унзлають на мафрагну, овъ обращается аъ 
эту циркуляцию н опредфллеть собою одну изъ циклическяхь поетоян- 
ныхьъ. Еели мы состазимь тавя диркулящн отдВяьно для каждой изъ 
дафратмь, то потомь мы опредфлимь и веё друйя боле сложныя 
цирвуляцщи; потому что, если’ заминутая лишя проходить тавъ, 930 
пересбклеть нфокольно существенно различныхь лафрагыъ, то 
пиркулаянию по ней можно зежвнить сунною циркулящй по неколь- 
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кимъ лившяытъ, пересЪкающиме каждал только одну дефрагму. На фи-* 
ТУрВ 70 это нояенено для случая двухъ мафрагиь. Лишя АВСРА пере- 
сВкаеть дафратыы Р,@, и Р.@., обращаюция данпую область въ одно- 
связное пространство. 

Тавь кажь сумма линейныхь интеграловь 


(АЕО)-- (ФЕД), 


то циркуляция (АВОР.АА), состоящая изъ линейныхь интеграловъ (480) 
и (СЛА), можеть быть зам нена сумиою схёдующихь линейныхъ инте- 


траловъ: 
(Авб)--(СЕА)--(аЕО)-Р(СРА), 


т.-в. состоить изв двухъ полныхь циркулящй (АВОЕА) и 'АЕОРА), 
а сявловалельно равна сумиВ пиклическихь постоянныхъ, соотвфтетвую- 
щихь отдёльнымь дафрегиамь Р,0, и Р,0.. 

Котда мы опредёляемь потеншаль линейнимь интегралонь (470), 
хо мы можемъ идти оть точни О въ точк® М различными путями: или 
прямо нля присоединяя сюда циркуляц!ю по ини, не обранкаемой въ точву, 
напримёрь (фиг. 69) беря линейный интегралъ: (020) -- (ИВАСМ' М); 
въ посяфднемъ случаВ получаетея результалчь, отличающея отъ перваго 
циклическое постоянною. Ту же разницу мы получимъ, если одинъ равъ 
будемъ идти по лиши ОМ, а другой разь по лини ОВАСМ'М. 

Мы приходимъ къ слфдующимъ ваключенягь: 

1) Чнело циклических постоянныхъ разно порядку многосвазности 
пространетва безъ единицы. 

2) Циркулящи по лини, пересфкающей нфояолько существенныхь 
дафрагит, равна сумиВ цикличеевихь постоянных, соотв тотвующихь, 
отдёльнымь дафрагмамь. 

3} Въ многосвяяномт, волё потеящаль многозначный, и его значе- 
ня в5 данной хочк® различаются циклическими постоянными. 


Опредфлеше вектора потенщ1ельнато поля по данному раехожде- 
Но во вофхь точкахь поля и но условяшь на гранижахь поля. 


220. Пуассоново и Лаплясово уравненй. Одною изъ основныхь задалъ 
матежатической физики является опредзлене вектора, когда для его 
поля извзетны (т и сит], Сюда отноеитея и главная часть той отрабли 
матоматичеекой физики, которая обыкновенно называется „теорей по- 
тенщаля“ и которая основывается на теори кразныхь интегралов, в 
таже ма теорти дифферевтаальныхь уравненй съ частными производ- 
ными, Мы ве будемь вдаваться въ подробное изложен]е этого вопроса, 
тен кавъ это выходило бы за предфлы поставленной ‘для этой квиги 
цВли, и ограничимся только основными соображешлин, поскольку эъ 
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«нихь играють роль вектомальныя понямя, а тавже раземотранемъ 
нанболве простыхь случаев. 

Зъ частности, для позенщальнаго поля вопрос оводитея къ тому, 
чтобы по данному 4==8 м0 опред®лить поле вегторовь или, кажъ это 
бываеть часто удобнфе, опредфлить потенщаль; посл чего векторъ и 
будеть уже извфотенъ по формуламъ (477) и (475). Для послфдней изли 
замфтамь прежде всего то дифферекщальное уравнеще, которому удо- 
влетворяеть потенщаль. Формулы (471) и (476) дають: 


(481) 


тлф 4==@ча данная фупкщя воординате, или вт векторальной форм 
(459): 

\Р=а (482) 
тхф ч==Фущ данная скалярная функшы полярнаго вектора т. 

Уравнен!е (481) носить пазваве уравнен!я Пузевона, 

ели расхождеше поля, т.е; 4, равно нулю во всей изучаемой 
области, то уравнеше (491) или (482) замфняетен олбдующимь: 

„ . ‚ 
о, (88) 
которое пазывается уравяенеих Лапласа; откуда и самое поле въ 
данномь случа носнтъ назване Лаиласова поля ($ 211). 

221. Преобразоване Грина, Шри изучеши векторальнато воля, на- 
риду съ преобразоважями Гаусса и Стокса, важную роль играеть пре- 
образован Грина (@теет). Пели а векторъ поля, И каная-нибудь 
свалярная фуньшн точень того же поля, то низемь: 


О-о-о, 
4 (00) ху 


9х 07: 97], 9 п 290). 
Ри) (УЗ, 525): 
тажъ кавъ . . 
90 90 98 . т 90: 90. ИЯ 
ХУ = О ИН. (ии), 


то окончательно 


9270) = бато а. У И. (484) 


Полагая, 910 поле (п) потенщальное и занимаеть вобою одно- 
связное прострааство, толь что его потенщаль 7 однозначный, под- 
ставииь п == УТ; это дает: 


ам (ГУТ) = банут-ЕУИ.УУ 
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ули, по формудв (459): 
| а( 07 Р)= 07+ У 0.97. (485) 


Возьшелгь отъ обфихЪ частей этого раненства ннтеграль по объему #, 
отравиченяому акою-либо поверхностью 5 и не выходяшему изъ обла- 
ети, вв которой фунящи 0, 7 и ихъ дифференщиальные лараметры пер- 
зато и второго порядка остаются конечными и непрерывными. При этомь 
къ первой части примфнимъ преобразоваше Гаусса [$ 195, формула (436)], 
по которому * 


Дак Пт) =/ 97.188. 


Это дасть первое преобравован!е Грина: 


Даутлаз= [и 7-1 От. (486) 


Кавъ частный случай, замбтимь формулу, которая отеюда нолу- 
чаетел, если взять (= 7: 


Дтутзав = / у’Ра + АРУ. (авт 


Чтобы получить второе преобразоваюе Грина, пересгавимь въ 
формул (485) функши Си У одну на мфето другой: 


а (УЗИ) = 770 --УТ, У 0. 
Вычитая почленно и пользуясь формулою (430), находямъ: 


Э(ЕУТ — 7У 0} = 07 — ТУ? 0. 


озьмемъ интеграль оть обфихь частей по произвольному объему э, 
ограниченному поверхноегью 8 и не выходящему изв той области, гд® 
фуикци 0, Т и ихъ дифференщельные параметры перваго и второго 
порядка остаются конечными и непрерывными. При этомь въ первой 
части иримюфнимь опать преобразовае Гахоса; это даеты: 


Деут—ту.зав= Ду туИаь = 88) 


Это и есть второе преобразован!е Грина. 

222. Распространен преобразаванй Грина на многосвязное простран- 
ство. При выводь формуль Грина предполегалаеь одпосвязность про- 
странства; поэтому;‘еели мы хотимъ примфнить въ многоевязному иро- 
странегву 1$ же формулы, мы должны дафрагмами это пространетво обра- 
тить въ односвязное и интегрироваше по поверхности распространить и 
на эти мафрагиы, притомь на веждую изъ нихъ дважды; потому что 
ь 


Й. Сомовъ,—Вехторюльный диляноч. 
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афрагие служить общею границею двумь прилегающим другь къ другу 
облестявгь, Одинь разь при интегрирован по дафрагмв принимается 
одно направлеше нормали, а другой разъ-паправлене противуположеное, 
Наль остается теперь разсмотрать, каше члены въ формулахь Грина 
присоединяютея при этихъ добавочныхь интегрировашяхь. Функщи И 
и У на двухъ еторопахъ дафралин 5» имфють различныя значения 0 
в 77, Ри 7’, отличающияея циклическими постоянными ($ 218): 


лы = 0—7, щ=7— 7. (489) 


векторы же \/Ш и УТ однозначны. Означан черезъ у, нормальный 
ортв для Пи Т, а черезь %› нормальный. ортъ для О’н 7’, имвемь 
въ каждой точкВ дафрагмы: у’ =— \; поэтому при интегрирования 
по обфинь сторонамь мафрагны 8, къ первой части равенства (486) 
присоединяютел члены: 


[пу т.мавь-+ | У т.ч = | РО’ ль 
= [57-8 


Точно такве къ первой части формулы (487) присоединяется члень: 
ль У. ав», 
а къ первой части формулы (488) члены: 
то. "У Р.а8 — а "57 Она». 


Окоячательно формулы Грива, дополяенныя для многосвязнаго про- 
странства Томсономъ (лордомъ Кельвиномъ) получають видь: 


Г оут.зав 4+ Увы / 9 Ульав,= | бУзтаь-- Су 0. т, 
тута Урь [У У льавьт Гтуеты- [| (утра, 
Доут- 7УИ).45-- Ул» | У. аб — Уж Убе, 
| = / (7 — УИ), 


гдф знави сумыь относятся ко воВыь дафрагмамь, входящимь въ раз- 
смалриваемую область, 

223. Однозначность опредлешя потеншальнато поля п по -расхожде- 
вю во вебхъ его точнахъ и по нёноторынъ дополнительнымь условмиъ. 
Мы будем различать случая, когла поле въ безконечность не. распро- 
страняется и когла оно безиредфльное. Предполовимт сначала, что 
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поле ограничено н%которыми поверхностями, не удаляющимиея въ без- 
хонечяость и завлючающими собою одиосвязное пространство, и пова- 
жемь, что если для него изв®стно расхожден!е, 4-=@уи и из- 
вфотна нормальная составляющах везтора ц, т.-е. цу, зо вобхъ 
точкахь эго границы, то этимъ вектор!альное поде оиред$- 
ляетен однозначно, +.-е, въ каждой сго точЕВ векторъ и им8- 
етъ опредфленное геометрическое значенте. Для этого покажемъ, 
что вели дев вентора пи и’ во воЁхь точвахь поля удовлетворяють 
поставленнымь услощямь, то эти векторы тождественны. Мы знаемъ, 
что изъ векторальныхь полей можно составлять сложное поле и что 
для послЪдняго расхождене получается алгебраическиаеь и вихрь гео- 
метрическимь сложешемь тфхь же элементовь дхя составляющихь 
полей. Разсмотримь поле (и), для которало 


и, =а—щ. 


Такъ кожъ соглаено предположению 


Чу — аи, вита = сагИг, 


а для точевъ границы 


то 


Чтуа, = (и — ц’) = Шуи — Чу = 0. 
сш и, == си (@ — и’) = сих — ва = 0, 
м -) =.—№,, 


Отсюда мы завлючаемъ, что поле (и,) Лапласово (8 21), а на его гра- 
нилах»ь нормальная составляющая вентора равна нулю. Но въ такомъ 
104% лини тока существовать ве могутв, т.-е. въ этомъ ноя вс век- 
торы равны нулю. ДЁйствительно, тавъ какь 1, =0, т.е; фт 
ИСТОчНИкОВЪ, ТО ЛИН това могуть быть только или замкнутыя или 
упиральея въ гранины; но послфднее невозможно, потому что на гра- 
НИЦаХВ 1,.У==0, т.-е. векторы щ, могуть быть тамъ только тантен- 
лальными; замкнутыхь же ли тока не можеть быть потому, что 
зиркуляня ло такой хины, слатаясь только изъ положительныхь или 
только изъ отрицательныхь элементов, не могла бы равняться кулю, 
и услоше спе, =0 не выполнялось бы. Итавъ, остаетея признать, что 
в0 всешь пол и, =20, т.е, п== и. 

Яругое доказательство, что и, —0, можеть быть дано помощью 
формулы (487). Потезшаль У, вектора в, удовлетворнеть Лапласову 
уравненйю, потому что по формулжВ (459): 


15* 
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а такъ какь па границ ноли в, .у=У У, У 


0, то формула (487) 
даеть: ` 


Утв —0, (490) 


и слбдовахельно 377, =0. 

Пусть будетъ теперь поле безграничное. Чтобы имёть возможность 
и на зего распространить предыдущую чеорему, примемь озвосительно. 
его одно добавочное отраничене, которое на практик вирочемъ обык- 
новенно и оправдывается: предположим, что векторы этого поля нь 
безконечнохти исчевають, дёлалеь одного порядка малости съ 1”, 
тдф г полярный вевторъ. Можно представить себБ, что н въ этомъ 
случа поле ограничено, и притомъ поверхнойтью шара, радфуеь ното- 
рато Е растеть безпредльно, ‘а центръ остается въ полюсВ 0. По- 
верхноетный иатеграль въ формул (487), взитый по поверхности этого 
шара, въ примёненя въ вектору п или ц’ теперь исчезаеть, потому 
что вели \/Т одного порядка малости съ 1/4°, то нотенщаль И 
эзото вектора одного порядка малости съ 1/В ($ 216), танъ что УЗУТ 
третьяго порядка малости въ сравнени съ 1!, величина же поверх- 
ности, 42, безконечно большая только второго порядха; поэтому въ 
предёлв, при Я=о, поверхностный интеграль въ формул (487) 
исчезает. То же самое будетъ и дла разностнаго вектора и, =и— и; 
а тавъ какъ его потенщаль попрежнему во веемъ пространетеВ ‘удовле- 
творяеть Лапласову уравненю, то по формулЪ (487) для этого потен- 
щала попрежнему получается услове (490), т.-е. вездё п, ==0, и елё- 
довательно а. 


224. Выранеше потенщала въ односваязномъ пол5 по расхождению во 
воёхь точнахь ноля и по значенамъ потеншаля и нормальной составляющей 
вектора на границахь поля. Даны во всфХЪ точкахь ноля чи == ЗУ? У, 
а на границахъ поля даны У я’щ.? или \УТ.у; по этимъ данным» 
требуется выразить ТУ», потеншЯяь въ произвольно заданной точЕВ м. 
Обращеясь для этого къ формуль (485) Грина, положиыь въ ней 


2. 
=} 


тогда по формулам (480) и (479) 


у0=—1ь бану) =0. 


Примвыля формулу Грина, оЕружимь предварительно точку М поверх- 
ностью шара, радуеь котораго а безконечно-малый, а цеятрь находите 
въ точкВ М, и пока исключикмь этотъ щарь изъ всего даннаго поля, 
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„Называя черевь 5’ поверхность этого шара, по формул (488) можно 
написать: 


Дуаьчав у [ловя + етозая-ри | в.а 


= Дата» (491) 


тдф ‘послздеЙ интеграль распространяется на весь объемь поля за 
‘исключенемъ объема шарика (а). Въ этой формул первый интеграль 
можно очиталь даннымъ; второй интегралъ въ предёл при &==0 обра- 
зидется зъ нуль; потому что геометрическое произведене п.у конечное, 
а если через -4° означить элементь поверхиости шара, ращуеь кото- 
раго равенъ единиц, то можно напиеать 45’ —а’49 и 


а /-@8' = [.46. 


Тремй интеграль опять можно. считать извфетнымь, потому что потен- 
щель 7 заданъ для вовхъ точекъ границы, & направлеше орта у тоже 
извфотно, когда задана поверхность границы, Навонець, въ четвертомъ 
интегралВ можно поставить г.э=— а, потому что мы условились на- 
правлене нормали къ границ брать вифшнее; поэтому орть у на- 
правленъ внутрь шарика, объемь которего выдфлень изъ веей данной. 
области; значен!е же потенщала У въ этом интеграл, вт ввду лере- 
хода къ предёлу, можно считать равнымъ тому, которое онъ имВетЪ 
въ точЕВ М, такь что име: 


о те. Ти Г 48' = Ты Г. фе — Ты. 


“Посл этого формула (491) даеть: , 
чи =— ДТама- (М) а. 88) 


7 


Эта формула выражаеть потенщеть по данным» для подя -усло- 
влыь, но далеко еше ето не опредёлнеть фактически, 'и нетолько 
потому, что выражен!е фуниви помощью опредёлепныхь интеграловъ 
обыкновенно еще мало полезно для изолвлованя этой функщи, но и 
потому, 470 часто задаше на границахъ поля и вектора и его потен- 
цела одновремеяно представляеть большия трудности, тёнъ болфе что 
эти данныя не независимы между собою. Для, болфе обстоятельнаго 
изучешя этихъ зопросовь отсылаемь читателя къ спешальнымъ сочи- 
нешямъ по математической физик. 

225. Опредфлеще потенщала безграничнаго поля по данному расхо- 
ждению во зсЪхъ точвахъ поля. Въ случа ‘безграничнаго поля необхо- 
димо предположить, что -на безконечности векторь и одного порядка 
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малости съ 1/77, а сяЬдовательно Г одного порядка малости сь 1/и. 
"Тогда во второмъ интеграл формулы (492), евли его распространить 
на поверхность сферы безконечно-большого радтуса, функ, стоящая 
подъ знакомь интеграла, будеть безконечно-малая одного порядка съ 
1/8; поверхность же, 4ту*, безконечно-большая одного порядка съ 
17, слёдовательно этотъ‘интеграль исчезаеть, и мы имфемъ: 


(493) 


чи =— / 


ть интегрироване распространяется ва все безпредльное пространство. 

226. Случай нногосвазнаго пространства. Въ этомь случа, примзияя 
формулу (492), нужно во второму нитегралу присоединить интегралы, 
распространенные по зе ив {афрагизиь. Для какой-вибудь чафрахны (5%) 
получаются члены: 


п. «ч | у 
та ДИавь | заавер Га. чда8ь 494) 
тл№ обозначевя тВ же, что и въ $ 222. Такъ вакъ вевторъ и предпо- 
латается одвозначнымь, & для каждахо элемеята интеграла м ==—%, 
то сумма первыхь двухъ изтеграловь разна нулю; а тамъ кашь на 
дафрагив (5х), во формул {489) /— Т’==яь, то сумма двухъ послфд- 
нихь изъ интеграловъ (494) замфняется слёдующимъ: 


т. 
т | сл @5ь. 
Такимъ образонь тенерь формула (492) получаезь вндъ: ° 


)45+ 


четы ати / (1-Я 


у 
+ У» ИД з #5», 


тлф знаюь, суммы относится ко вофмъ дафрагмамъ подя. 


Соленондальное поле. 


227. Векторгальный или вихревой потенщалъ. Соженоидальное подле 
харавтеризуетен тфуь, что въ немъ расхождене 


ии =0, {496) 


а вихри, сии, не равны нулю. Аналогично задажв для потенщельнаго 
поля, опредфлению п го Ити,—мы имфемъ теперь задачу объ опре- 
дёлени звевтора соленоидальнаго поля по данному значению вихря во 
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зсвхь его точкахь, вонёчно опять въ соелинени съ нВкоторыми доба- 
вочными уелошями. Итакъ, пусть для вофхь точекь поля извёетень 
зекторъ 

м = воть (496) 
при уеловши (495). При этомь дли ифвогорыхь областей поля  новеть 
и отвутствовать; въ этихъ областяхь поле будетъ Лапласово. Рёшевше 
уравнения (496), т.-е. опред®леше и полу, сводится къ разомотрВнИо хавъ 
называемаго вихревого китеграла. Аналогиано съ формулою (493), 
опредфляющею скаларный потенщаль безграничнаго нотенщаельнаго 
поля, мы будемь хеперь разематривать нитеграль “виде 


2 / та. (#97) 


Интеграль, в» козоромъ функц, стоящая подъ знакомъ интеграла, 
есть вевторъ, в, интегрироване разематривается какъ геометрическое 
вумыироване, предетавляеть собою уже не скаляра, © векторъ и на- 
зывается вектор?альнымъ интеграломъ. Спещально, нитеграль (497) 
мы будемь называть вевхоральнымь или вихревымъ потенц1а- 
ломъ. Оть наш и послужить при рёшеня поставленной выше задачи. 

Замктныь, что вычислен!е векторальнаго потеншала можеть быть 
сведено къ вычиеленио трехъ скалярныхь потенталовъ. Для этого 
разложинъ векторы т и У во ортажь: 


У 


мия ид Рок, 
М= та-- Иа их; 


подотавлия эти выражевя въ равенстно (497) и вынося орты за знавъ 
интеграла, & потомъ приравнивая скаляры при соотв тетвенныхь ор- 
тахь, находимъ: 


77. = т о, 7, = т ее, зу. а/м. (498) 


42/7 48 т 


228. Векторгальное Пуассоново уравнение. Потеншалы (498) удовле- 
твориютъ Пуаосоновымь уралненяыь 


и, ПИ, Уи. (499) 


Это видно изъ сранненял формуль (482) и (493), въ воторыхъ 4 можеть 
предетавлять собою закую угодно скалярную функцию полярнаго век- 
тора г. Умножая равенства (499) на орты.1, }, К и складывая, на- 


хОДимЪ: 
уч. (600) 


Мы видимь, что это векторальное дифференшальное уравнене обеи- 
маеть собою уравненл (499) и предетавляеч®ь распространене на век- 
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зоры обынновеннато, скалярнаго уравнелх Пуассона (въ частности 
уравненя Лаплася). 

Формулу (497) можно разоматризать хакъ рёшене этого уравие- 
ны для того случая, когда область поля безгранична. Цослёдняя ото“ 
ворка необходима потому, что мы пользовались въ нащихь заключен» 
формулою (498), которая только и примвнима къ безграничному полю. 

Уравнене {500} и послужить намъ для опредВлешя вектора 
соленоидальнаго поля по данному вихрю. Мы ограничимся впрочему 
только однимъ прост5йтимь случаемъ. 

229. Условя, опредёляюцщя соленоидальное поле однозначнымъ обра- 
зоиъ. Если пространство, занимаемое соленоидальнымь полемъ, одео- 
связное, то условн (495) и (496). и змачешя п.у на границах поля 
опредфляють его однозначно. Доказательство этого сводитея къ тому же 
разсуждению, вакъ въ 8 223. Й точно такъ же, если поле безграниз- 
ное, то выВсто условйй ва границахь поля должно быть введено прел- 
положеше, что на безковечности зенторы похя одного порядка ма“ 
дости съ 1", 

Исли просзранство, занимаемое похежъ многосвазное, то длл одно- 
звачноети ето опредвлешя, кромф вышеуказанныхь задан, требуется 
еще, чтобы были даны вов цикличесыя, постоянныя. ДЪйствительно, 
доказательство исчезатя поля (п,) въ 8 223 основывалось между про- 
чихь на томъ, что Чу, ==0 н сии, =0; послёднее, по теорем 
Стовса, равносильно тому, ято цирвулящи вевторовь и, по всфыъ 
заминутымь линамъ внутри поля равны нулю. Но въ многосвязномъ 
проетранетв}, ве случа поля’ потеншальнаго (сиефа; == 0), циркулящи 
или равны нулю или равны диклическиме постоянныеь; поэтому тре- 
буетея, чтобы дикличесвя поетоянныя для поля и, были раввы нулю; 
.а это равпосильно требованно, чтобы дли полей и и и пикличесйя 
постоявныя были соотвфтетвенно равны; поэтому ов должны быть 
для поля м девы ‘). 

230. Вырашене вектора соленоидальнаго чоля по данному для него 
полю вихрей, когда соленочдальное поле одиосвязное и безграничное. Дия 
этого воля (&} мы имземъ данными: 


спи = м, Фуа = 0, 


и векторь и на безконечности одного порядка малости съ 11”. 

1) "акь навъ въ соленондальномь полё (и) существують вообще. говоря 
вихри, го пиркулящя по коптуру, не обращаемому зъ точку {$ 218), пзибрается 
двумя чненазит, пзъ которыхъ одивт, завясить оть вихрей, проходащихь внутри 
нзучаемаго многосвязнаго поля, а другой пзмфряется цекличесьомие постохивызги 
и оть предыдущих вихрей не завислтъ. Отлич!е оть потеншальнаго поля состолть 
вь томь, зто царрумлиш по „сравюняыиь между собою ноитураль“ ($ 219) 
теперь вообще говоря не равны между собою. ^ 
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Аля некомаго рёшеня можно предиоложить слёдуюнй видъ; 
и = аи И (501) 


и отыскивать векторь У. Форма (501) рьшеня потому допустима, что 
лю формулВ (453) 


та = Фуа М = 0,. {502) 
Тавимь образокь наша задача сводится въ опредфленио вектора № по 
Увловно 

сигКен!1 М) = с РМ ==, {503) 


тд м векторь, данный для вофйхь точек поля. Хла этого замЪътимь 
слёдующее преобразоваше: 


си И = \/ (м) — 72. (504) 
Лля локазательства его имзень: 
вши == ( , т (9 3 те, 
2] 
Но - 13 
о о 


Въ послёдней формул скаляръ при { можно такъ преобразовать; 


9 |9, _ в д |9; _ д. 
в ( 9% 3 ) 9 ( 8 ) 

= о + ) С =) 
2 (22 7-е) (т: й Ре.) 
98 9 би Г 9 


ТГ в 
= ани) — Уз, 


. Апалогичное преобразоваше двухъ остальныхь скалировь въ фориуль 
(505) даеть члены: 


За ут, бут, 


и эта формула получаеть видъ: 


9(Фу УР). _‚ дам). ‚ дам\ г . . 
уу Е Рю 


== Иа) — 7, 


Что и требовалось доказать, 


син 
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Векторальное поле (\\) являетел у наеъ только вопомогательнымъ. 
ехн бы можно было для. него принять 


ато, (506) 
Ж.-6. считать его соденоидальнымь, те мы имвли бы 
У) ==0, 


и тотда сопоставлеве равенетвъ (508) и (504) дало бы для \ пвекто- 
'фальное Пузесоново уравнеше (500). Вылие мы видфди, что вектораль- 
ный потеншель (497) удовлетворяеть этому уравнению; поэтому является 
зопроеъ, нельзя ли его принять какъ рёшен{е для вепомогатедьнаго 
зектора №. Этоть вопросъ будеть рЫшенъ утвердительно, если будеть 
показано, что рёшеые (497) удовлетворяеть едфланному выше предно- 
доженио (506). Итекь, обращаялеь къ формулб (497), составимь а М, 
При этомъ примемъ во внимане зависимость (484), которая для даннаго 
случая вмфеть видь; 


@т (+=) ами ул. (507) 


Эдвеь дифференцироване, опредВляемое символами Шу и \, олноенася 
жъ измфнена положеня той данвой точви поля (\), для которой 
опредёняется векторь М, а м отроеитея къ произвольной точеЗ дан- 
наго поля; сябдовательно здфеь нужно № считать постояннымь и по- 
‘этому (а не по свойству операшё @т и сы1, по которому уси! ==0) 
принять (ум ==0. Ихавъ: 


бу 


(*)=э-9т, 
а по предполагаемой дяя № формул (497) 
ааа Гоа Ган (1) вт (УТ). 608) 


ЭЗдфсь знакь @ внесенъ подъ знавъ интеграла на томеь основан, что 
дифференцирован!е по координахамъь какой-нибудь точки поля и объем- 
ное интегрироване другь оть друга не зависять. Примфням» къ ивте- 
тралу (508) преобразовае Гауеса. Чтобы можно было это сиёлать, 
нужно: 1) дифференцироване подъ знакомь \/ отнести къ координа- 
тавь точки, опредфляютимь положене элемента 42, и 2) безпредёльное 
пространство замёнить замкнутым объемомъ. Хля первой ифли зам%- 
тим, что если операцио \7 относить въ координатамь элемента др и 
въ этомъ случав ее означить черезъ \/’, то 
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кавъ это легко вндфть изъ формулы 
г=Ув— =} -&- УЕ 


тдВ 2, у, 2 коорхинайы чочки поля Ма, у, # координаты эле- 
мента до. Италъ: 


ами а: / (*. р (509) 


Для второй цфли мы долины безпредфльное пространетно замфвить 
проетраиствове, ограниченнымь сферою безконечно-большого радёуса. 
Прежде чыъ примзнять формулу Гаусса, одфлаемъ въ интеграл (509) 
еще преобразовате по формулв (507): 


ван, [1 а. 
м. У = у (=) у Чу. 
Такъ какъ теперь дифференцироваве относится уже къ координатамъ 


элемента 4, то здесь Фи ==0 уже на основан того, что ==ешТа 
и 90 уси] а ==0. Итак: 


ани = &/ (=) } 4 а Глаз, (610) 


тдф послёднее интегрирован!е распространяется на элементы поверх- 
ности сферы безконечно-большого рад!усв. Относительно безвонечно 
удаленных точекъ поля (п) мы предиолагаемъ, что для них® ввЕТОрЫ 
одвого порядка малости съ 1/7; но тогда т==саь одного порядва 
малости съ 1/%; а такъ вакъ величина поверхности 5 безконечно-боль- 
ая одного порядка съ 7*, то мы и видимъ, что ивтеграхь (510) равентъ 
нулю. 

Итакъ мы приходимъ. теверь къ слВдующему окончательному ре- 
зульталу. Прининая 
` 1 
=. 


тв» {511) 


гдз интегриронаше распространяетея на вое безпредфльное проетран- 
ство,.и гдё вихрь и==саМа дань для всфхь точекъ иновомаго поля, 
мы но формул 

п= сн (512) 


имбемъ выражеяня для векторовь иекомаго поля. 

231. Дополнительныя заибчаня. Мы камфтили только въ общихь 
чертажь ходъь рышевя поставленной задачи, ограничиваясь простй- 
шимъ случаемъ безпрелёльнаго поля. И этот случай требоваль бы 
болфе обстоятельнаго изсяБдовави и болфе точной установки всфхъ 
необходимыхь усломй. Между прочимъ подлежаль бы раземотрёвю 
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практически важный случай, когда въ нфлоторыхь областях поле 
соленоидальное, & въ остальномь вространетв® Лапласово. Мы на этихъ 
зопроважь не останавливаемся, потому что для этого отф основан 
вокторальнато онализа пришлось бы перейти въ обширную область 
теори потевщана и ‹другихь отдфловь моленатической физики. По 
этой же прйчинЪ мы не хасаемся боле сложной задачи: опредфленя, 
по данному вихрю и‘дополнительнымь условямъ на, границахь, солено- 
идальнаго поля, ограниченнаго и многосвязнаго, и танзые случаев, кота, 
потенщалы и изъ граденты претеризвають разрывы. 


Векторальное поле общаго вида и дополиешя. 


232. Разлонене поля общаго вида ва потенщальное и на солено- 
хдальное, Предположимъ, что данная облаеть пространства предотавдяеть 
собою поле векторовъ двоякато рода: поле векторовъ и’ потенщальное, 
такъ что сия’ ==0, и поле векторовъ и" соленоидальное, т.-е. длн ко“ 
тораго та” == 0. Складывая въ каждой точкф поля эти ‘вевторы гео- 
иетрическя, мы получвемь въ томъ же прострапетвЪ поле велторовь 


п=и- т, 


хоторое не будеть уже ни потенщальнымь ни соленоидальнымь, такъ 
кавЪ въ немъ будуть и мохочкники и вихри, & именно 


то == чи", (513) 
си = си”, (514) 


Пусть теперь съ самаго начала дано поле (и) общаго вида; можно 
представить себ, что ово разложено на два поля, изъ которыхф одно 
(и) потенщальное, & другое (а”) соленоидальное. Покажемъ, что такое 
разложеще дёйствительно возможно и что, если 20 воёхъ точрахъ поля 
лавы Ау и ст}, то пря извфетныхь дополнительныхь условяхь поле 
этимъ опредёляется вполнз и притомь однозначно. Мы огравичимея 
случаемъ, когда данное поле ничёмт не ограничено и слёдовательно 
односвязное; при этомъ необходимым допохиительнымъ условамъ бу- 
деть предположене, что для безконечно-далекихь точекъ векторы 
одного порядка малости ок 1}, 

Для потенщальнаго полл мы энаемъ его расхождене, тавкъ ка 
‘тю равенству (513) оно равно расхожденио даннаго, еложнаго ноля (п). 
Мы можемь поэтому прямо приложить формулу (493) и написать дян 


его потенщаха: 
` 1 уп 
7=—-- Г —; №, 


а поэтому . 
. т Фуц 

путч У / в. 

Для соленоидальнаго поля мы знаемъ его вихри, такъ Еакъ Фни 


по формулё (514) равны вихрямъ даннаго воля. Поэтому можно прямо 
по формулВ (511} налисать, 


= ах до, 
а поэтому, по формул (501) 


Е и ща. @. 


Для даннаго векторальнаго поля рьшеше 


пт / А-а А 


здовлетворяеть вефиъ требуемымь условямъ, Необходимость же. допол» 
нительнаго условн относительно исчезаня векторовъ на, безконечности 
видна изъ того, что обь этомъ было оказано въ 58 225 и 230. 
Остаелся показать, что найдепное рёщен{е единственное. Это 
можно одфлать совершенно таюь о; каяь это было вдёлано въ 88 223. 
н 229. Пусть мы нашли два различныхь рёщеня, й, и и; такъ что 


ти, == ФУ, —= Фуа, саЕ а, == оц, == си. 
Разсмотримъ поле векторове ^ 


и 


—\; 


для пего 


Чип, = у, — @т9, = 0, вап, = сша, — яз, ==0, 


Мы видимъ, что поле (и.) Лапласово и что поэтому въ чему прило- 
вины разсуждетл 8 223, т.-е. и,=0, а слфдовалельно т ==0,. 
233. Поле венторовъ, въ нотаромъ существуютъ поверхности, орто- 
гевальныя нъ линяиъ тона. Мы знаемъ, что въ потенщальномь пол 
существуютъ поверхности, въ воторымь лини това нормальны (8 215). 
Отсюда одвако же не слфдуетъ, что этимъ свойствомь обладаеть только, 
потенщальное поле, Мы видзли уже примёры подей не потенщальныхъ, 
У которыхь существують повёрхноети, ортогональных къ лишямъ тока. 
Тань, въ полф скоростей въ движенм твбрдаго тЪла около постоянной. 
оси лишянми това служать круга, плоскости которых перпендикулярны 
къ оси вращеня, и центры лежаль`на этой 06и; плоскости, содержания 
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ось, суть тавшя поверхности, которыя лашями тока пересёзаются орто- 
товально. Тругой примёръ предетавляеть собою поле. скоростей сдвига 
` бпражнеше 105); тамъ такими поверхностями служать плоскоети, пер- 
пендивулярныя къ общему направлению вефхьъ скоростей. Весьма, важно 
замфтить, что въ обоихь прикёрахь лин вихрей перренликуларны иъ 
лишямъ тока, Покажемъ теперь, что это есчв общее свойство такого 
рода полей: еели въ зектор1альномь пол% существують позерх- 
вости, ортогональныя къ чинямъ тока, то во вобхь точнахь 
полх лин! това и лиш вихрей взаимно-перпендивулярны. 
Жели поле потенщальное и 7 его потенщаль, то направлене 
зевтора опредфляется направлеемь его градента \/У. Если поле не 
потенщальное, но имфеть систему ортогональных къ лишаыь това 


поверхностей 
т 018ё. (515) 


то и тугь направлеше вектора въ каждой точк® поля, опредфляясь 
направленемь нормали въ проходящей черезь эту точку понерхности 
(515), иметь направлеше градента \/У; разница теперь тольБо въ 
тонъ, что теязоры этих векторовъ уже не равны численно этимь 
традентамь, какъ это было въ потевальномъ пол. Теперь нужно 
написать 


и=з\УР, (516) 
гдф © ифкоторая ‘функшя координать, или по формул (456) 
. 
87. ду. 
Ну 99 К 


Соетавимь тенерь но формуламъ (449) выражения для вихря: 


07 _ 4907 й 9907 _ Г 
буде ду’ к 0, 
9997 _989У, 
. бд ду’ 
мы залимъ, что тогда 
97 0”, 


др еду Чит 


откуда и слёдуеть перпендикулярность вевторовь ии м. 
Въ интегральномь исчислении, или также въ творш поверхно“ 
стей ") доказывается, что усдове: п.и==0, гдё п== Хр 74 --7К 


а мона, или # 
ЖЕ) = 


есть нетолько необходимое, но и достаточное усломе для того, чтобы 


з) Сы. призы Фарропх, Тибот1ь дез затйавез, т. М, ги, ХИ. 
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трехчяень Хаж-- Уду-|- 242 имбль интегрирующий множитель, и ел6- 
довательно и для того, чтобы мора существовать зависимость (516), 
т.е. чтобы существовали поверхности, ортотональныя вт ливямъ тока, 

234. Перемённое векторальное поле. До сихь поръ мы. предиела- 
тали, что вокторальное поле постоянное, т,-е. чае дян каждой его 
точки векторь иыфеть постоявныя величину и направлеше. Но поле 
можеть измёняться въ зависимости отъ нфкотораго екалярнаго .пара- 
метра $, которыиъ обыкновенно является время. Изм нене поля можеть 
быть двоякато рода. Или пространство, занимаемое полемъ, остается 
безь перемфны, тажъ что и всё границы его остаютея неподвижными, 
но въ каждой точ поля вевторь измфияетея по величин® и по на- 
правленно съ хечешемь времени; или само пространство, занинаекое 
полем, изыфняетея, причем оно можеть вифетЪ со вофми границами 
или перемфшаться безь изифненя формы, т.-е. какъ твердое тёдо, или 
оно можехъ и деформироваться, такъ что мёняется ‘относительное по- 
ложене границь и форма самаго поля. При изифнени перваго рода 
зевторъ в есть одновременно функшя в полярнаго вектора г и ска- 
лярнало параметра # . 
| * це, в), . (517) 
причемъ вевторъ т оть # не зависить. При изм нев второго рода и 
этоть векторъ является фунвщею времени. Въ общемъ случ: безко- 
нечно-малое изиёневе везтора п, когда # получаеть приражене 4, 
слагаетея геометрически изъ этихь двухь изыфненй; 


(518) 


При этомъ чи опредфдяется нелоередотвенно, кан геометрическое при-. 
ролцене вектора в въ зависихости оть приращеня А (глава УП); # 
чтобы найти прирмдене и, нужно сначала опредфлижь зависящее отъ 
времени нриращен!е <`, а ротомъ примфиить формулу (457). 

Й въ томь случа, когда положее поля оть # не зависить, мы 
мощемъ опредВлять ‘и по. формул (518), еели вопросъ идетъ объ одно- 
временномь измфнени вектора въ зависиноети отъ времени и оть его 
измфнешя велёдетые перехода отъ одной точви полн (г} въ другой 
{т--х), къ ней безконечно-близкой. 

235. Пояснеще изъ гидромеханики. Прелставимь себф течене ие-, 
сжимаеной жидкости въ пространсгвф, въ которомъ находятея твердыя 
неподвижных тёла, служатя ей границами, и разсмотримъ поле ско- 
роетей въ этомь дзижени, Сначала предположимъ, что движеше жих- 
зоети „установившееся“, т.-е. такое, въ которомь зъ каждой точей 
моля скорость сохраняеть свою величину и напразлене. Мы. инфемъ 
тогда поде неизыфиное, какое мы разсматривали въ этой н въ предв- 
илущей глав». Ве ливи тока занимають въ пространетв$ опредфленное 
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положен!е и всякая струя сохранлеть свою форму. То же озноситея и 
зв вихрям», если“они вообще въ данномв хаижеши жидкости суще- 
ствують. Шели ны хотимь проелфдить двнжеше отифльной частицы 
жидкости, то мы должны, замфтивь ея положен (г) въ какой-нибудь 
моменть $ опредёлить проходяикую черезъ эту точку линно тока (8 186); 
эта лишён представляеть вмфотВ съ тАмъ и траевторно точки, По про- 
‘шесть времени А# вектерь г получаеть приращене тг, которое можно 
тавъ изобразить: ` 

г 


ЧА» 


если и веть скорость точки (г). Подстазивъь это выражене въ фор- 
мулу (467), мы узнаемъ тп, а также можемъь по формул (578) опре- 
дфлить теворене, какъ Шли /Аф, 

ели движеве жидкости „неустоновившееся“, то ©ъ хеченемь 
зремени зъ каждой точке поля величипа и направлен е екороети изм}- 
зиются; въ данную точну проходять послёдовательно частицы жидео- 
сти съ различною скоростью. Лии тока и волкал струя съ хечешемт 
зремени измфняють свой вилъ. Желая изелёловать измене скорости 
въ данпой точкф ноля, мы долыны въ формул (517) считать г по- 
стояннымь и опредфлять геометрическую производную вектора в по 
параметру $. Желая же прослбдить движеше ‘отдЁльной частицы, мы 
должны обратитьея въ формул» (518), взлиЪъ тамь чип == цАЁ 

Представимъ себ теперь, что течеше жидкости происходить въ 
пространетв®, транипы котораго подвижны, наприивръ, что въ пемъ 
находатея двигаюнуяся твердых тбле или что жидкость находится въ 
сосудЪ, которому сообщено движеще. Тогда въ томъ случа, вода мы 
зотимъ изелфдовать соетояне движешя въ опредфленной тоткВ поля, 
мы должаы ечитать г давною геометрическою фупющею времени. За- 
дача гидромеханнеи становится бояфе сдожною; ола усложнлетея еще 
тЬыь, что сиды, производя я перемфщен!е всего поля, вызываютъь въ 
самой жидкости реаки, кохорыя конечно вляють на завоны ея дви- 
женя. - у 

236. Заключительное примбчане. ОбтирнЪйшую облаезь для при- 
м5неншя ученя о векторальномь полё представлиеть теор электри- 
чества и магнетизма, Нреимущественно благодаря этому отдЪлу физики 
зевторальный анализ н возникъ и получаеть евое дальн йшее. развие; 
повтому. если задаваться тбытъ, чтобы представить приложения векто- 
реальнаго анализа во всей полнотЁ, нужно было бы значительную часть 
внийи посвятить ученНо объ электростатическомъ, электродизамическомь 
и магнитвомъ поляхъ, Чтобы связать это учене съ основными понл- 
тли о вевлоральномь пол, пришлось бы этому предпослать длинный 
рядъ чисто физическихь понят! изъ теори влектричеетва, тавимъ 
обрезомъ центрь тяжесии всей книги перенесся бы изъ области тео- 
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метри въ область физики, 10 ие соотвфаствовало бы основной задач 
всего изложешя. Давать же лишь кратыя увазазия о примёнимости 
учешн о зекторальномь полф въ теори электричеетва, аналогично 
чому, кавъ это дфлается въ этой книг въ упражнетяхь по отношению 
къ гвометри и механик, было бы слишкомь мало полезно безъ точ- 
наго установленя чеобходимыхь многочисленныхь физическихь но- 
нат. По этимъ соображехлиъ, а акне и потому, что авторь не ечи- 
таеть себя спещадистомь по геори электричества, оиъ воздерживается 
оть расширея объема книги въ указанномь выше направлеши, 


11. Сомонъ. —Бектомальный лналпаъ. 16 


ГЛАВА Х. 
Линейная векторальная фунещя. 
Основныя понят. 


237. Линейная венторальная фузкщя какъ простйтая изъ вентораль- 
ныхъ. Линейная зехторальная функя имфеть такое же отношен!е во 
венкой другой векторальвной фувьлик, какое имфеть линейная алге- 
бранческая функщгя одной или нфеколькихь перенфнных» къ какой-либо 
функщи тфхЪ же перемфнвыхт, т.е. она является фунещею, танген- 
пальною въ фувьши общаго вида (ем, $ 242) или, можно сказать, 
первымь членомь разложеня векторальной функции общато вида но 
степенямъ поляркаго вектора. Помимо этого теоретическаго интереса, 
о въ связи съ нимъ, линейная зехторальная фунеця имфоть зназен:е 
и вепосредственно практическое, нахоля себ приложене въ различ- 
зыхь вопросахъ механики и физиви, 

Чтобы получить общее выражен линейной векторальной функ- 
щи, мы будемь исходить изъ аналоге съ алгебраическики линейныхи 
фунвьями. Въ аллебр® простЬйщая зависимосте между двумя перемфн- 
ными фи у есть завионыость линейная: 


у=аж-Е В. 


Отсюда еще не слфхуеть, что простфйшая зависимость между двумя 
перомфиными векторами въ общей формЪ имфеть непремнно такой же 
видъ, ‘такъ какь простота зависимости харавтеризуется не внёшнимь 
символическимь выражешемъ этой зависимости, а ея аналитическими 
или геометрическими. свойствами, Основное свойство алгебраической 
линейной фулкши соетонть въ томь, что зеякое вя прирещене про- 
порщопально приращенио независимой перемфиной. Въ векторальнонь 
анализВ мы разсматриваемь приращенн геометрическия, т.-е. ири 
этомъ играеть роль нетолько величина, но и напразлев!е этого прира- 
щен!я; поэтому, при ‘установлени понямя о линейной векторальной 
функии, должны быть приняты во зниманю оба эти обстоятельетва, 
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Пусть задано ваправлеше чт; направлеше зп можеть въ нииъ, 
вообще товоря, и не совпадать, но мы потребуемы: 1) чхобы тензорь 
вектора ти быль пропоршоналевъ тензору вектора “г, какова бы вели- 
чина этого тензора ни была, и 2} чтобы векторь “п сохраняль евое 
направлеве, когда векторь г сохраняетъ свое направлеме. Функц!о п 
отъ т, удовлетворяющую поставленным требованяыъ при 
всявихъ направлен1яхъ прирашен|я т, мы и будемъ называть 
хинейною вектор1альною функцией. Ниже ($ 241) мы увидннъ, что 
это опредфлене оправдызается и аналитически. 

238. Общая венторальная форма линейной венторальной функнцм. Въ 
$ 15 было показано, что велкое зекторальное уравнеше перваго по-. 
рядка можеть быть приведено 5ъ ‘зилу (241). Постевимъ тамъ т вм$- 
сто п и покажемь теперь, что первая часть этого уравневя св при- 
соединенем»ь постонннаго члена 0, т.-е. 


4(а.т)--Вф.т)-|-- Се.) В (519) 


предетавляеть собою самую общую форму линейной векторальной фуни- 
щи вектора т. При этомъ А, В, С, а ‘также а, Ъ, с предполагаются 
векторами ие комилянарными. Прежде всего мы видиь, что эта. фунет 
я удовлетворяеть поставленнымь выше условямъ. А иненно: 


Ма. (Е -- т] В. (Е -|- 5] + бе. с-- =) 5 
— Ма, г) -- Вт) Е бе, В 
-- Ав. т) | Вф. те) -- С(е.5т), 


отвуда 


== А(а. р) ВФ.лг) | 6{е. т). {520} 


Члены во второй части этото равенства суть векторы, направленные 
по А, Ви С; если’ тензоры этихъ вевторовь изибняются въ одномъ и 
Томь же отношенш, а ихь направлеюя сохраняются, то въ томь же 
отношени измфняетел и ихъ теометричеекая сумма, ти, сохраняя с30е . 
направлене. Но именно такое измфнене и произойдеть, если каъ-либо` 
изифнить тензорь вектора тг, сохраняя его направлеше, иотому что 
при этомъ измфнятея пропорпюнальныеь образомъ скаляры, стояше 
при. векторахь А, В, С. Штакь условн. указанных въ ковцф 8 237, 
выполвяютея, Остается удостовёриться, что (519) есть ` самая общая 
форна ликейной векторзальной функши. Для того, члобы и при вонеч- 
выхь ст вышеуказанных уелошя могли удовлетворятьсл, векторъ г 
долженъ входить только въ первомъ измыёрени. Въ $ 15 были раз- 
емотрфны во. возможные виды тавихь фунишй оть г и было показано, 
что всё оки могуть быть приведены къ виду (519), откуда и сяф- 
дуегь, чго этоть вилъ линейной функщи можно разематривать какЪ 
самый обний, 


18* 
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239. Теорема о геометрическомъ сложени приращенй линейной венто- 
тиальной фуннци.. Дадимъ вектору г тры различвыхь геометрических 
приращен!я се; тыу, че, связаяныхт зависимостью 


--* 


и пусть будуть ту, чу, та соотвфеетнуюлия имъ геометричесвя приз 
ращеня самой функща, Тогда имен: 


Это видно непосредственно изъ формулы (590): 


А[а, (сх | т.т)] -- Вох -- зи 96. сох 9] 
= А(а. чт) В. х,т}- Е С(в-т,г) 
-- Аа.) В р -С бе, т,х) 
На-На. 


Показанное свойство мотло бы служить основнымъ опредфлетшеаь ли- 
нейной векторальной функщи, и изъ него можно было бы вывести 
общую форыу линейной функции. 
Повятно, что это свойетио распространлетея на какое-угодио число 
слагаемых. 
Это свойство можеть быть обобщено м въ другомь отношении; и 
° тогда оно даеть повое осповное свойство линейной векторальной фупк- 
ди, которое тоже могло бы служить ея опреджлешель: комплянар- 
ным» значен1ямъ вектора т соотезтетвують комолянарныя же 
значен!я вектора п—Л, и притом съ чЁми же скалярами, 
Услове зомплянарности вектора г съ двумя цаиными, гит”, соетоиз% 
35 слёлующем»ь (8 20): 


ти 


хим" -- вр", 


тдВ т и и произвольныя числа. Подставляя это въ формулу (519), 
имфемь: 
п’ — В = А(а.г)-РВ(®.г’)-|- 6(е.г), 
и" — 2 ==А(а:т")-- В.) -— 0(е.т”), 
и— = Аа. (их -- иг") ] -- В. (ие т”) ] Е б[в , (ие эм") 
Авт’) - Вт) 6(в-=')] -- э(А(а. к”) -|-- В(Ъ.х") -|- б(.г")] 
= (а — 0}-|- я” — 0); 
что и доказываеть теорему. 
240. Число значейй вектора г, опредфляющихь линейную вектор!аль- 


ную функшю. Разложимъ полярный векторъ х по тремъь невомпля- 
нарнымъ векторам» 1,, 1, 1: 


те в, в, 
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и пусть будеть == знечене вектоуальной функити въ полюс8 0, 
а шея значеше въ вазой-нибудь точьь М. Приращеню. функцли, соот- 
вфтотвующее приращелно вектора г озЪ вуля до его значешя г въ 
хочкВ ММ, опредзляется разностью п—и,. Означимь через в, п, п, 
частныя приращен!я векторе п, соотв тетвуюнщ!я прираще- 
зиямъ вектора г охъ пуля до 1, до 1, и до 1; по основному свой- 
ству. линейной зекторальной фунещи приращещяюв и, 2, 2 
воотвбтетвують приращеня #1, п., и.И,, а по теорем 8 233 можно 
написать: 

п— ща, ал, -|- въ 

о — шим, Роя, + я... (591) 


Такь калъ полюсъ точка, взятая произвольно, то формула (591) пока- 
зываеть, 410 для того, чтобы знать линейную вектор! альную 
фуниц!0, достаточно ве знать для какихъ-нибудь четырехъ 
точекъ поля, не ложащихъ въ одной плоскости, 

Въ частности векторы 1, 1, 1, могуть быть ортами 1 }, Е, 
тахь что ` 


ия -у К; 
тотжа формула (521) принимаеть елЗдующИЙ видъ: 
паша, Руша, (592) 


СлЪфлаемь сравнеше формуль (519) и (592). Жели во второй изъ 
вихФ подетавить: 


-> т.к, 


е=т у 
то она врикимаеть такой же видъ какъ шерван: 


пав 6.) 19-Е (583) 


отсюда мы видишь, что еели въ формул (519) векторы а, №, е взять 
равными координатнымь ортамь, то ведторы А, В, С представляють 
собою геометрическя измёненн вектора и при нереходф тозии векто- 
зЛальнаго поля отъ Нолюса по напразленямь ортовъ на разотояне, 
равное единиц%, . 

Чтобы эти измфнешя вектора ц получить изъ общей формулы 
(519), пужно тамъ по-очереди положить: т==0, г=1. к 
910 дасть: 


о. 
А(в.1) РВ.) + 66.0, 
Ав.) - В.) 66.3), 
А(а.К) Г В.К) -- С(е.Е). 
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241. Аналитичесное выражеше линейной вектортальной фунншм. Раз- 


лагая цо ортамъ: ^ 
и = 59-2, 
що == Ха -- У -- 20, 
ц, ааа, (524) 
и, ай-Ро-Е ок, 
№0184 + «К 


и сравнивая стояцие при нихь скаляры, по формулв (522) ваходимъ: 


Х= жа Раду ав, 
а - у -Ь,, (695) 
= о-ва оу ца 


итавь, координатные скаляры линейной вевтор1альной функ- 
их суть линейных фунвци коорхннать точекъ поли, 
Мы зидимъ выёстф съ тфыь, что линейная вектор!альная 
фунещя опред ляется аналитически дв} наднатью элементами. 
Нетрудно вп отъ вевторальной фориы (519) непосредственно, введя 
разложене по ортамь, перейти кт формуламъ (525). Полагая 


А= А-а А.К, 
В=вА- В- В.Е, 
О= ао ак, 
20—21 р-р, (526) 
В — ал-- а} а. К, 
== БА 9 в, 
О ор оф Е, 


подетавляя эти выраженя въ формулу (519), хВлая приведеше я срав- 
зил между собою скаляры при соотвбтетвенныхь ортахъ въ обфихъ 
частяхь равенства, мы приходимъ къ уравнешямь (525), причемъ: 


х.=р., У=2,  Ж=Ь., 
9: = А. Вы Оле» 
а. — Аи, -|- Вр, -|- Омь, 
а.= Аи -- В. -|- ОС, 
В. = ды Вь-Е би, 


6, = Ау ВУ - би, (521) 
Фо Де! ВЫь -- бы, 
6, == Дм, -- В» -Е Сьеа 


в — А-В, - Се, 
в; = Ань - Вф, -Е Си. 


242. Роль линейной венторгальной фуннши по отношение къ венто- 
руальной фуними общаго вида. В» $ 182 мы зидфли, что веякая векто- 
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ральная фупкща опредфляется аналитически тремя уравнешями вида 
(423), Нредполатал, зто векторальное подле, опреджляенюе этою функ- 
змею, непрерывное, но крайней мЪрЪ, въ области, достаточно близкой 
къ полюсу, можно предетавииь себЪф, что вторыя части этихъ уравненй 
разложены иб формул Маклорена; тогда первые четыре члена въ каж- 
домт изь этихь разложен!й будугь составлять линейныя функши, те. 
будуть имфть выхъ (525). Отсюда слдуеть, что линейная векто- 
р:альная функц можеть служить жакъ нервое приближене 
дли изображеня всякой векто]мальной функщи зъ области, 
достаточно близкой въ какой-либо дапной точкЪ. И подобно 
тому. какъ линейную функцпо можно разематризать канъ тангенальную 
кь фунвши общаго вида, такъ и линейное вектор:альное ноле 
можно разематривать какъ поле, тангенп1альное къ полю об- 
шаго вида. Линейная векторальная функщя имфезть поэтому важное 
значен1е при изучени зеякой векторальной функщи. 


Распредвлене венхоровх линейнаго поля. 


243. Фуннши, обратная линейной венторальной. Если 
` п=/() 
есть линейная функлин, то и обратная ей 
= 
тоже линейная. Чтобы это показать и найти ея выражене, обратимся 
къ формуяВ (523). Положивь въ ней у 


№— в =, 


будемъ рЫшать линейное векторшльное уравнеше 


п. к) (1, т) На (К.г) 


(598) 


отиосительно вектора г. Пренъ для этого увазонъ вь 8 6. Пусть бу- 
ДуТЬ Ц, цу, пу векторы, взаимные ст векторами 1,, и,, п,, чакъ что 


Хх п'— Жи ож 


т, 5“, (529) 


Умножая на нихъ поочередно 06% части равенства (525) м принимая 
во внимаже свойство взаимпоети, находамъ: 


ти. . Ш 


У=а,, и’ 


и по формул (247): 
Е -- (у. )у (вул), 
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гдВ 1, 7, К взаамны 25 }, К. Но орты сами себф взаимны (8 108); 
поэтому окончательно 


За о -Е о Шу К а), (580) 
ТН, (а - ща, а — в.) -- Ка, , и —)]. — (581) 


Эта формула опредфляеть т какъ функцно вектора и, и мы видим», 
что эта векторальная функшя тоже линейная. 


244, Индинатрисеа линейнаго векторальнаго поля. Геометрическая 
разность и ==и— ц, опредфляеть геометрическое измёнеше вектора и 
при переходф озъ полюса къ какой-нибудь другой точкё поля, опре- 
ДЬхяеной векторомь г. Шо основному свойству линейнао поля это 
изм нен!е, при данноме направлени вектора г, имбеть тоже опредф- 
ченное направлеше, не зависящее отъ чензора вектора г, а тензорь 
этого изифиеши иропоршюналенъ тензору везтора г. Въ виду этого 
достаточно знать векторы и — и; для вовхь тахихь значенЁ вектора у, 
тевзоры которых равны единиц, чтобы знать распредёлене зекто- 
ровъ и во веемъ пол. 

Этому раепредфленю можно дать слёдующее наглядное предста- 
влеше. Опишемь изъ полюса, кавъ изъ центра, шаръ, радусв котораго 
разень единицф, и будемь разематривать векторы г, удовлетворяюще 


его уразнениюо: 


т. 1. (532) 


Векторы и = п, -— и, будемъ тоже проводить изъ полюен 0; козцы 
этихь векторовъ, соотвётетвующихь различнымь подярнымь векторамъ, 
уховлетворяющихь уравненио (582), находатея на нкоторой поверх- 
ности, которая и даетъ наглядное представлеме о распредёлеви век- 
торовв 1’, а олдовалельно потомь и векторовь п. Эта поверхность 
есть эплипеоидь съ центромъ въ полюс. Чтобы это показать, 
обратимся въ уравнению (530). Умножая ту и друсую ого часть геб- 
метричееки саму на себя и принимая во’ внимаве свойства ортовъ и 
услоше (582), получаелть: 


А (633) 
Въ этомъ уравнеши и’ зходить во второмъ измфренши, отвуде видно, 
что концы этого вектора лежать на поверхности второго порядка. Таюъ 
закь линейная фуюкдя при конечныхь г даеть только конечные век- 
торы, то ита поверхность не можеть быть не чёагь иным, какъ эллипео- 
идомъ. Введя опять векторы и, и,, и, по формуламь (529), можно 
уравнене этого эялипеоида предоставить зъ слёдующемь вид’ 


1; п, 1-1, Жи. Хип, Хиьй. (634) 


Эту поверхность мы будемъ называть индиватриссою (указатель- 
нипею) линейнаго векторальнаго поля. 
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245. Уравнеше индикатриссы въ Денартовыхъ ‘координатахь. Чтобы 
получить аналитическое уравиен!е этой поверхности, сдёлаемь разло- 
вене векторовь и’, ц‚,, п, и, по координатнымь ортамъ. Употребляя 
для скаляровъ этого разложешя буквы Х, У, 2 съ соотвётственными 
зизчками и пользуясь фориулою (48), находимь изь (538) слфдующее 
уравнене: . 

ху 
кричемъ ‘ 


а" ау" хо 


= НХ Х,ь, 

= У -- У, - У, 

= 2,5 2,* + 2,7, 
УР, -- 2, 
Жи, Х, РЖ, 
= ЖУГ- Х, У, Х,У,. 

246. Сопряменвые даметры индикатриссы. Докажемь слВдующую 
зпеорему: Векторы линейнато поля, соотвфтезвующ!е. треме 
взаимно-периендикуларнымъ ортамт, суть сопряженные полу 
аметры индиватриссы. Для доказательства похаженъ, что’ вояжал 
хорда, параллельная вектору и,, длится пополам плоекостью, содер- 
жалею веыторы и, и .. Нормаль въ этой послёдней плоскости иметь 
капревхев!е вентора 1, Х ,; а такъ кавь эта плоскость проходить 
черезь центрь эллинесоида, служанИй вифетф съ тфиъ полюсомъ, то 
она опредфляется усломемъ: 


1, Х п-т == 0, (535) 


тлф т полярный веторь точекъ 
этой плоскости. Пусть будеть А(’) 
какая-нибудь точка поверхности 
{534), АС прамая, параллельная 
вектору и,, О точка ея перес- 
чешя съ ‘плоскостью (585), вед- 


Фит. 71. 


торъ ОА ==в. Мы имфемь 
Ш ==Е-з, 

а по условно параллельности вевторовь п, из; 
м, Хв==0. 


Таюъ кавъ точка А ложить на эдлиибоидь, то вевторь г-- в удовле- 
творяеть уравненюо (534); подечавляя его въ это уравкене, примемь 
зо внимаже, это 


(1, Ха. =, Х а, пь Жи) п, Х в 
(2, Ж в. в) ==, Хи, Е). Хи, а, ,, 
3, Жи, „(Е - з) = @, Жа,. г) + Виа = Хх т; 
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поэтому уравнене (581) днеть 
(щи -- (а, Хай (а, п, Ж п,. (636) 


Нродолжая АС ‘шо другую сторону влоскоети (535), отложинь СВ == 40; 
если означить векторъ ОВ зерезъ п", то имфемъ 


Остается удостовфритьея, что точка З(и”) тоже лежит па эллипооидв. 
Подставляя для этого п” въ уравиене (584), мы находимь, что оно 
удовлетворнется, потому что оно отличается оть уравнешя (536) тольво 
первымв членом; но онъ 


( Ж ь, — в) == [-- (ы Ж\ь.ЭР=Ь Ж па, 


247. Оси зинейнаго векторгальнаго поля. Главных оби зллинсоида- 
индикатриесы предотазляють собою чоже систему сопряженныхь ди- 
етровъ, отличающихся тёмъ, что они взанино-перпепдикулярниы. Эти 
оси можно назвать ослми линейнаго вевтор!альнаго ноля, а ихъ 
направлен главвыми направлен1ями поля. Тазъ какъ каждому 
полярному направлен вевтора г соотвётетвуета только одно опредф- 
денное направлен векторь поля н обратно, каюъ это видно изъ фор- 
муть (528) и (581). и вообще соотвфтстье между тЪми и другими век- 
торами взаинно-охнозначное, и такъ кавъ каждой трой взаиино- 
перпендивулярныхь ортовъ соотвфтетвують три сопряженных!ь даметра, 
индикатриссы, то мы въ правф заключить, 910 и обратно, каждой си- 
стемф сопряженныхь маметровь видикатрисеы соотвЪфуетвують три вза- 
имно-перпендикулярныхь орта. Итакь, существуютъ три тавихь 
взаимно-перпендивулярныхь нанравлен!л, которыя посл& пре- 
образован!я помощью линейной векторальной функш!и оста- 
ются взпимно-пернендивулярыми. Понятно, что вообще говоря 
направлен= этихь иреобразованныхь векторовъ будуть друмя, чЪмъ 
направлен нервоначальныхь ортовъ, 

Яругое, болфе строгое доказательство будеть приведено 05 елф- 
дрющемть параграф, 

Извъетно изъ кинематики. что вращательное перемзщене около 
точки можегь бытв произведено вращенемъ около ифкоторой оси, про- 
ходншей черезт эту точку. Примфнля это въ вращению трехъ взаимно- 
перпевдикулярныхь прямых, остающихся пюблф линейнаго иреобразо- 
завя взаимно-периенликрлярными, мы видимъ, что линейная вевто- 
Иальная функшя можеть между прочииь служить для выражешя вра- 
пталельныхь перем иенй, . 

248. Доказательство существованя осей венторгальнаго поля. Ана- 
литическое доказательство сводится къ опредфленио осей поверхности 


— 251 — 


второго порядка и приводитея, накъ это показывается въ аналитической 
теометр и, кв рёшеню нфкотораго вубическаго уравненя. Не остана- 
вливаясь на отожь, мы приведекь чисто зехторйальное доказательство 1} 
и притомь независящее огь общало понямя о сонряжеаныхь даметряхъ, 

Тахь какъ новерхность индикатрисоы замкнутая, то супхествуетъ 
такое направлеше для орта, г==1 при которомъ векторъ и’ получаеть 
значене мадсимумт, п,. Разсмотрим» далфе векторы г, перпендикуляр- 
ные къ 1. Веймь такимъ векторалмеь, по теорем® 8 239, соотвфтетвулоть 
векторы компляпарные; концы их, такь кажъ предполагается ==1, 
лежать на перееёчени индикатриесы съ нЪвоторою ея’ д1аметральною 
плоскостью. Между ними существуеть опать нёфкоторый наибольннй 
зекхор® и,; пусть будеть } соотвётетвующее этому значене вектора г. 
Везьшемь павонень векторь г==Е, гдф орть К периендикулярень къ 
Ти}, и пусть ему соотвётетвуеть векторь 9’ —и,. По формул (523) 


щи, (.5) | 4.2) бк.) 


и памь предетоить доказать, что спещально при данномъ выбор} ортовь 
зенторы 1;; и,, п, взаннно-пернендикулярны. Означииь черезь “р при- 
ращене, которое получаеть звекторъ г при переходь по поверхности 
‘шера (532) оть точки (#) кв точкВ, къ ней безконечно-близкой. Тогда. 
ТУ, г ==0, и этому по формул (520) соотвЪзствуеть: 


„ру-- (К.тт). 


сч к) Ниуе) шубе.) жи, 


Такь какь при этомъ мы нереходииь о?ъ значения ц;, которое веть 
максимум, то вектор чи периенликулнрень въ п,; воэтому 


1,20 (,,1.)(1. 2) -- (а, ик. г) ==0. 
Еели взять въ частности г перпендькулярнымь къ }, то 


]. т==0, К. р==0 


и слфдовательно 1,1, =0, т.-е. векторь п, пермендикуляренъ въ \,. 
ели же взять г пероендикуларнымь къ К, то мы подобным же обра 
зомъ найдемъ, что векторъ и, периёндикулярень къ п,. Остается по- 
казать, 170 т, и п, взаимно-перпепдикуляреы. Для этого положимъ 
г-=], И‘ слфдовательно и'=1,, и возьмешь г паралдельнамъ къ Е 
соотвфтотвующее этому ти будеть перпендикулярно къ @,, потому что 
въ маметральной плоекоетн (1, @;) векторъ и, есть максимум. Итак 
имземь 


т 


== и, (К. <), 
(из шок. чт) = 0, 


отвуда щ,.щ, =0, т.-е. векторы п, и м, взаимно-вернендивулярны. 


*) НЮ, Увоюр ааа, р. 308. 
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249. Приведене линейной венторйальной функым къ нормальной фори$. 
Пусть будуть Г, [, К орты; взятые по направлешямь осей воля, 
1, п, п длины полуосей индикатрнссы, 1, ], Е соответствующие этимъ 
ослмь значешья вектора г, Мы изВемъ тогда 


хе он ик 
и, =й, п: ==), эк’, 


к векторальная фунвцыя получаеть видъ: 


= ЕЕ г) -- Е те. 


Эта форма для выраженя линейной функши называется нормаль 
ною. Она простфёшая изъ вофхъ формв въ зомъ отношенш, что век- 
торальные вкоэффииенты ея взанмно-перпендикулярны. 

Составимь и для обратной фунещи нормальную форму. По фор- 
мумамь (529): 


РЕЙ.т} ХК = ий} ХЕ == и Е Ьиь 
ь и 
т’ 


и поэтому формула (581) дает: 


= — о) Е [а — 6539 -- №. @ — ч Е. 


Слозжеше и разложене лицейнихь вектоМальныхх полей, 


250. Сопряженная линейная векторгальная фувкшя, При изучен! ли- 
нейной векторальной фувкцщи, которую мы будемь пока брать въ 
видф (519), полезно бываеть разсматривать одновременно другую ли- 
нейную функц!ю, которая получается изъ нервой перестанонкою буквъ 
Ана, ВиЪ, Си с, одной на ыБето другой, т.е. функцию 


д=а(А. г) | ЫВ.т)-[ в(6.1)-- 1. 


Эха функийя по отношенно къ первовачальной называется сопряжен- 
Еою съ нею. 

Въ аналитической форм (525) переходъ къ сопряженной функции 
востоить въ томъ, что въ системв коэффишентовь 


а, [2 в 
ъ, 5, ъ, 
& [е ыы 


горизонтальные ряды замфняютея вертикальными и наоборот, т.е. 
сопряженная линейная функшя опредфллется формулами: 

Х— рые Ву ал 

У ау о, 

до -аья ЧЕВу сле. 
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Это видно непосредственно изъ формуль (527), если тамъ тоже пере- 
ставить буквы А, Б, Сиа, В, с, один на место других. 
Если . 
=, оф»  б=Ь, 


зо данная и сопряженнал функщя дфлаются тождеетвенными, т.-е. 
такая линейная фунвшя евма себЪ сопряженная, 


251. Составное линейное венторальное поле. Пусть будуть даны 
различныя линейныя векторальныл функции: 


Ш = А“а .г)-- Вт) -- 06.) 0’, 
"Аа". -- В.) бе.) В", 


Фунюия . 
и=а-ра"--... (537) 


въ этомъ случай тоже линейная. Это слфлуеть прямо изъ того, что 
было сказано въ $ 115 о праведени линейнаго вектор/альнаго уравне- 
я къ Вормальному виду. Фунец!я (537) называется по отношению къ 
даниыиь составпою. 


Если функши и, п", ... заданы въ формы (523): 
ищи щи). льет), 
= +" @. 1) шт), 


и евли для составпой фупкши принять тахую же форму, 


ищи.) Ра... 
то 


Принимая во вниман!е эти зависниости я формулы (524), служаийя для 
перехода къ.дналитичеекому выражен1ю линейной вектортальной функция, 
легко зам Ътить, что коэффищенты составной функц!и получа- 
ются алгебраическимь сложен1емь соотвфтетвенныхь в0эф- 
фиц!ентовь слагаемыхь функпай. 

Подобно сложено можно производить и разложене линейной 
векторальной фуниши ка двз или нфеколько составляющихь. Изь 
сказаннаго выше очевидно, что такое разложене возможно безчиелен- 
нымъ множеетвомъ способов. ° 


Такое разложен!е весьма полезно при изучени зелкихьъ вопросовъ, 
вЪ которыхъ играеть роль линейнан векторельная фупещя. Глазнымь 
разложенемь  лвляется при этом, вакъ и для вслкой везторальной 
функщи вообще, разложеше на функцшо полн потенщальнаго и на 
функцию поля соленоидельнаго (глава ТХ). Чтобы перейти къ этому 
разложению, раземотримъ теперь расхождеше и вихрь линейной вехто- 
ральной функщйи. 

252. Расхождене и вихрь линейнаго поля. Прилатая формулу (481) 
къ уравнещямь (525), находимъ: 


аа, -Ы-вь. (538) 


Итакъ, расхожден!е линейнаго воктор{альнаго ноля везд% 
Одинаково. 
Прилатая въ тВиь же уравненямь формулу (445), находимъ 


сии =, — ВЕ — 9-Е @, — в; (539) 


откуда. мы видимъ, что вихрь въ линейномъ вектор{альномь пол5 
вездф иметь одинаковыя величину и чаправленте, 

Отсюда мы находимъь услоз1я, чтобы линейное поле было 
потен{альным: 


и услов1е, чтобы оно было соленоидальныймь: 


Ее, а, ==0. 


253. Разланене линейнаго поля на потенщальное и на соленоидальное. 
Пусть будеть и, линейная векторальная функшя, сопряженная съ дан- 
ною функщею п {$ 250). Составное поле 


ито 


потеншальное, тавъ вакъ для поля (ис) воэффищенты (с, 5), (ар с.) и 
{6,, а.) становятся одинъ на м%ето другого, тавъ что 


спб. == $, — с.Я-Н (©, — а.) -- (а. ВЕ али, 


а поэтому 


1 р т 
сие — 5 ва (и -- ие) 5 ва] а -- э-сиНи, =0. 
Составное же поле 


и" = т (и— и) 
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‘„демюидальное, потому что для обонхь полей козффименты в, 0», с; 
18 же самые, и слёдовательно 


уе == @ма, 


Чи" = аи — и) — Тани Замь 0. 


Вывет% съ тБыъ мы имфемъ тождественно: 


Н 1 " 
п -и-а-и-ы, 


и тавимь образомь линейное поле разложено на потенщаельное и на 
соленоидальное составляющя. 

Вь аналитической форм} это разложеще предетавитея так: для 
потенщальной части 


, н 
Хо ха, рые, 
Ура, ры --Т, Род, 
ит 

Руа, од, оу, 


а цяя соленоидальной 


Приложен!я и упражиеня. 


111. Однородно-измёняемое тёло. Такт называется измняемое ‘фо, обла- 
дающее слфдующими двумя свойствами: 1) Ве точен, принадлежалия въ ваной- 
нибудь моменть одной и той же плоекосги, во все время движешя привадлежаль 
одной илоскости; 2) параллеяьныя плоскости во все время движения остелотся 
зароилельными. Отсюда выволител эаключеше, что Декартовы координаты точекъ 
®хнородно-нзагняемаго тфла суть линейныя фупьщи назальныхь координать 
тёхь ще точевь, Предполагая это извфетнымь, ножно теперь спазаль: полярный 
венторь какой-либо точен однеродно-изифихенаго уВла есть линей- 
вая вектор1альная функция пачальнаго полярваго вехтора той же 
точки. Обралное закпючеше тоже справедливо; ‘вслк полярные векторы лия мо- 
зонта $ п налальные связаны между собою дннейною зазиенмостью, то мы ныфемь 
дло съ движощемт одвородно-измфнлемато тбл. 

112. Поле сноростей и уоноренй въ денщени однородно-изивняемаго тёла. Веято- 
ваьные поэффищенты А, 3, С, а, Ъ, е въ формулВ (619), вогда она выражает 
двнженте одвородно-изыняемаго тфао, лвляются функщями времени. Повалачь, 
что теометрическал пролеводная перзаго порядьй вевтора п по зременп (скорость) 
есть тоже линейная вектолольвая фувыши начального возарнаго вектора, и но- 
хазать тоже едмое для геометрической производной второго порадка (ускорентя)- 
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113. Показать, чго если въ векторааьшую формулу дяя скоростей кипо- 
`окно-памвнлемало «Вто вубето ночальнало полирнаго вевторь ввести лоднрлый 
векторь для момента &, то эта формула попрежнему опредфляеть линейную 
зенторальную фувьлио. Для этого нужно воспользовачься формулою (081). 

114. Показать, что воф предыдущ разсумденя моруть бызь приложены 
къ двуменио твердаго тёло, и валисать для него соотефтотвенныя векторальныя 
функц. 

115. Опредёлить индикатрисеу въ полё скоростей и въ подё успорешй 2% 
хвыжев/л твордаго тбла. Лля рышен!я см. упражнев!я 98 п 99. 

116. Разложить поле скоростей в поле усхоренй вв двышени тверлало 
тЬла, на потенщельное п на соленондальное. 

117. Что выражаеть собою въ пол скоростей члердаго тВла фупищя, ©0- 
пряженвол съ вевторальною функтиею скоростей. Отвфтъ: Поде скороетей съ 
обратныхь паправлешемь вратачельнаго дзвженл. 

ИВ. Роль линейной воктомальной фуниши зъ гидромеханикф и ‘въ теор упругости, 
Доестахочно малый заементь воякаго измнлемаго тла’ можень быть разематри- 
ваемъ, лакъ тфдо опнородно-иемВияеное, карь это слфдуеть изъ разложеня 
ФунёцИ, опредфляющихь двшиене пзмВилемаго тфла, ио сгрокз Маклорена и 
тдержавя членовь перваго порадка. На основаниг этого ве разсужлевя пастол- 
щей главы каходять себв призожеше въ хидромеханик® ив особенности въ 
теорёт упругости, при пзученщ деформалут восьма малаго элемент» упругато 
тЁза. Читатель, знохомый 05 этвми отлфлами механики, безр, затруденй при- 
финт ыъ нимъ зелторельвыя разеужденя вастоящей главы. 

119. Коллинеарно-измёняемое тёло. Такф называется измфвнемое то, обла- 
дающее свойством, что прл его движееип всБ точип, принадлежал какой-нибудь 
одвой плоскости, во все время лвижея}я остаются въ одной п той ме плоскости, › 
ъоторая впрочемъ можеть изынять свое положене. Охнородно-нзмняемое до 
есть частный случай кодлннеарно  пзыняемаго, воторый получается, воли отбро- 
сить второе пзь указавныхь въ упражнеши 111 свойствъ. Въ авезитичееной 
форм дважеше коалинеарво-измфпяематю тфла опредфляется тфыъ, что коорди- 
ваты его точек суть отошешя трехь липейныхь фуньщ пачальвыхь коорли- 
чать къ одной и ой же четвертой линейной фунициг этлхь координать. Пока- 
зать па освоваяшт этого, что въ векторальной форяб это лвижеше опредфляетея 
формулою 


аи нек-а 
ЕЕ 


{а 


гдё г начальный подарный векторъ, и полярный векторь руля момента &, в век- 
торы а, Ъ, е, @, з завосять оть &. 

120. Найти векторальную формулу для овороехей въ предыдутемъ динженс 
п показать, что оно. праводится къ виду 


Ул (Ал 8.) (бд +В. (540) 


(Подробнфе обь этомъ въ аналитической форыф см. П. О. Сомовт, „Канемахтиия, 
волзинеарно-пзыфележой системы общего вида“. 1891 г. Варшавсшя Унив. ИзвЪ- 
от, и отАБЗЬной инигой). 

121, Конгрузищя перваго порядка какъ векторальное поле. Контрузшйл порваго 
порядка разематривалась въ 8$ 140—144. Такъ хавъ черезь важдую очку (г} 
проскрамства, проходять одна оврекфяециея примая конгруопщи, 10, опредфияя 
заждую пзъ этихь прлыыхь векуорозь п, мы полузаемь векторельное моле. 
Чтобы 5то поде было виолиф омредфленчымъ, веобходимо еще, чтобы длины вен 
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торовъ подчинялись вакому-либо опрежфленному завону вь зависимости от иоло- 
жены пачаль каждаго веклора. Эжоть закошь можеть быть установлень произ- 
вольно. Мы можемь, папромрт, задаль постоянную длину для вефхь вевторовь 
пли мы можемъ ддину векторовъ браль разлиитою, но выбрать дла пез тавой 
заковтъ, ирц которомъ было бы наиболфе удобно воспользоваться уже ннфюжи- 
млея в% изольдоваяи о конгрузнци в1 гаавЁ УТ формуламт. Мы выберемь по- 
судей: ву п вовъшемь даи пекторвльной фупеца! формулу (884): 


и =: (м: Е, Х =] Х Г, +0, Хх). (541) 


122. Разломеще поля конгруанцы на линейное н на поле второго порядка. Пуе- 
образолывая формулу (641), находить: 


Ча, Ха) ых Ха, ХХ] Юн Хх) 2 
Е, Хар ву, быв бить — @ВоЕ 


О ХВ, (42) 
Члены первой строки предетавляють линейную вектортальную функцию: 
пе (ае к, — (аь-куь, (2. 6:) — (а, В)" (а, Ж а}, (548) 
& послфдаЙ олень квадратичную вектор:альную фувкцио 


в": Ж В -г)г. (644) 
Линейная фупищя (548) можеть быть приведена иь нормалявому виду (519); 
сравнивал 1061; этого формулу (542) еъ формулою (540), мы вндимь, 910 поле 
вонгрузици можно раземазтривать хам ноле скорост5й въ движен и 
воллипеорио-измфнаенаго тВла, Нужно вирочемь зам фтпть, что поле (542) 
не представляеть собою самаго общаго вида такого поля сиоростей: поолфднее 
спредфллется натыо лекторами А, В, ©, В, 8, а первое только четырьмя: а, а. 1, №, 
123. Опредфлить расхондене и вихрь въ полф нонгрузним. Отвбя"ь: Выразивъ, 
формулы (548) и (544) въ ортахт, паходимь: 


ре а р 35), до 4: Х вн, 
ват" — (а ХВ -— (1 Х вии" == (6, ХХ г; 
поэтому 
ЧБум Зи, +в.) — (2.65140, Х №5), 


сына == (п ХЪ) — (а, ХВ) (2), -— быку, 


Отсюда мы заключаемь. что расхожнене онредфляетея липейною” скалярною 
фунещею и распредфлясчся таку, 910 оно одинаково въ плоелости 


№, вх Ка, А — (ан + сова 


808 этн плоскости меду собою параллежвы и нормальны къ. вентору в; Х В.. 
Поле вихрей опредфляетея линейшою вектомазьною фувищей, 


Давды и аднки Лженббеа, 


254. Поняте о дадахь и дадинахь. Теоыя линейныхь некторуаль- 
выхЪ фунящи весьма обстоятельно и притомъ въ оритинальной фор 
разработана Джиббеомь (@1я) въ его „Уесвок апайузв". Езо символи- 
ческая метода но евоей общности, удобству приложен! въ особенности 
въ болфе сложныхь случалхь, навонець въ виду ея родетва съ теорей 
вватерн!оновъ Гамильтона (8$ 52—55), перед которой она, однако же 


И. Сомова, Вентораятьный задан АЗ 
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ныфеть несомнфиныя пренмущества, заслуживаеть +0то, чтобы на ней 
остановиться. Мы ве будем вирочемь излагать ее зо всей полнот%, 
отеылая для этого читателя къ указанному выше сочинению самого 
Джчббе. 

Исходя изъ основной формулы (519), опредфляющей въ самом 
общемь видВ линейную векторгальную функцию, но отбрасывая в% этой 
фориулЁ посл днЙ членф 0, который, накф мы знаемъ, представляет ь 
значене функдуи в5 полюс, н считая тавимъ образожъ что при г=0 
будет и п=0, 1.-е. принимая 


®—А(а.т) -- ВЪ.г)-|- С(в.г), (545) 
Яжиббев пишеть эту формулу тавъ: + 
п -= (Аа -|- ВЬ -|- 66). 
и разематриваеть сииволическое выражене 
ф = 4а-|- ВЪ -|- (с (546) 


закъ онераторъ, преврашаюнИй векторъ г въ векторь п. Въ выраже- 
ни (546) векторы Ана, Ви, Сис ве связаны межлу собою пи 
знакомь геометрическаго, ни знакомь зевторальнаго умпоженй, который 
здфсь не выфють мета. Это вырежеше получаеть емыелъ геометриче- 
ской формулы только въ вид% (545); тВмъ не менЪе оно подчиняетея 
иЪкоторымъ завконамъ символичесвихь операщй, которыя играють важ- 
ную роль во всей теори- 

Каждый члень выражен (546) называетея: „д!ад“ (484); и сим- 
воличесное соединене нфеколькихь такихъ членовъ знажом (--) назы- 
вается: „Мадикъ“ (ас). Въ выражене линейной фунеши входятъ 
трехчленные дедики. Формулу (545) Джиббеъ зампяеть сокращенною 


а = Ф.т. (547) 
ЖромВ того онъ разсматриваеть формулу 
и—г.Ф. 


понимая ее въ смысл: 


(ба. ВЪ--.6е 


В 
или, вее ревно, въ смысл: 
и==а(А .г) --5(В.г) -[- в(6.+), 


и называезть эту фунещю сопряженною съ фуякшей (547), что вполн% 
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воглаеуетен съ даннымв въ 8 260 поняемь о сопряженной хинейной 
фунвщи. Полагая. 
ВА --ЪВ-- еб = \, 


ныфемь 
т. =. т 


их вихимь такимь образомъ, что пересчановка множителей въ 
символическом произведенти (547) равносильна переходу отъ 
данной липейной функц:и къ сопраженной. Для послфхней функ- 
цы Джиббеъ употребляеть тапже выражене Фо; такъ что 
1.2 — $... 
Цонлтно, что и наобороч"ь 
т.Ф.=Ф.г. 


255. Дадиви и кватернюны. Въ 88 52—65 было дано поняте о 
квагернон, какъ о такой оцеращи, которою данный свободный век- 
торъ обращается в% другой свобокный векторъ. Символь кватернюна 
разематривается`при этомъ какъ множитель, поставленный передъ пер- 
зымв вешторомъ. Подобную же роль играеть и дадикъ, однако же еъ 
тою разницею, что 1) операшя дадика явнымъ образомъ сводится въ 
нзвфетяымь дЬйстямь: геометрическому умножению и +5 теометриче- 
сцому сяоженю, 2) она естественнымь образонъ вытекаеть изъ лонямя 
о линейной векторальной фунвщи и 8) она прилагается въ векторамъ 
ифлаго поля, давая при этомь результалмь, завиеящ]й не только оть, 
элемектовь самой операщи, кавъ это имбеть фото ‘у кватернюна, но 
и огь паправлевя первоначальнаго вектора. 

256. Условя, опредфлиющия. дадинъ, и условя равенства дадиновъ. 
Мы зиаемь, что линейная зехторальная фунещя вполнЪ опредляетея 
(при ш=0) ен значенями п,, ц,, 1; для трехь точекъь поля, не ле- 
жещихь на одной прямой (8 240); поэтому и дадикъ опредфляется, 
если ханы Ф.г, Ф.т„ Ф.т, Въ чаестноеги, если взять г, =4, г, ==}, 
т. =, то имфемь: 


1., Ф.К= и 
п—Ф.г=®, (А ----2К)= 2 1--$.1 
уп, аи» 


согласно съ формулою (522). Одфланныя здеь преобразовашя основаны 
на правилахь, доназательствь которыхь мы не приводимь въ виду ихъ 
простоты. Оаиъ адикъ въ данномъ случа составляется такъ: $ 
у==].т, 2==К.т; новому 


ще 0. ик.) = Фот, 


п 
ты 
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тд дадивЪ . 
Фик. (548) 


Два лмацика © п \ нужно стихать равными, еели для вефхф по- 
хярныхь вевгоровъ ` 


Ф.= г 
или если 


тив = т. Г, 


Изь предыдущато же олёдуеть, что для этого достаточно, чтобы то’ 
нли другое изъ этихт равенствь выполнялось дия трех векомплянар- 
ныхь вевторовь г, напримёрь лля трехъ ортовъ. 

257. Девятичленная форма д’адика. “Есак въ формулу (548) ввести 
выражения (524), то трехчленный даликь замфинтея деватичленныме: 


Ф | 


зай Ной см 

25 4 + 5 

-Н вк РОДЕ ЕК. 
Здвев 1, 1... КЕ дГады, аа, 6, ... с. екалярные множители. 

Можно шадикъ представить н въ болфе общей деватичленной 

форм, если принять 10 внимаюше, что волю векторъ можеть быть 
‘равложенъ пе только по ортамъ, но и по всякимь тремь другимь не 
хомплянарнымь зекторамъ. Вели разлагать п, п, п, по м паг 
по 7, ш', п’, 70 мы получаем: 


Фа ит Ч евЕ 

| аи" Е Бат Е сли” 

Рау -- миг Е саба, (549) 
тлф екаляры а, В, ...с, имЪютьъ вонечно уже иное значеще чмь 
прежде. ` 

Изъ основного понамя о мадикф видно, 4т0 въ каждомъь даль 
скаляры могуть быть поставлены или впереди или сзади или между 
элементами; можно также дфлаль елЗдующее преобразоване въ фор- 
мул (549): 

Ф— Ца, аз’ аи’) + ащь Г в’ ди’) 
—- ще ели Нет’) 
= - юМ -- аМ, 4550) 


тдф векторы 
= Г аля Рау, 
МЕРЕ от В, 
Мог еж Ром. 
Тотъь же дадикъ можно было бы привести къ форм8: 
ФУ Ми" №. (55%) 
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Въ форм® (550) можно считать произвольно заданными векторы 1, т, п, 
а въ форм (551) векторы Т, п’, и’. Поэтому можно сказать: Вся 

`медивъ можеть быть приведень къ сумыф трехъ тавихь 
дадовь, у которыхъ или предшествующие злементы или по- 
сяВдующ!е (во не т8 и друге одновременно) мотутъ быть 
произзольно заданы, лишь бы ни та, ни другая тройка элемен- 
тов не были комплянарны. 

258. Выражеше расхожденя и вихря линейнаго поля черезь дадинъ. 
Когда элементы важдаго дада, Аа. ВЬ, 0е поставлены радомъ безъ 
воякаго знака между ними, то эти деды, какв и весь дадивъ, явля- 
отеля лишь символами, получающими геометричесый сыыель только 
тогда, когда взади или спереди въ нимъ приставленъ хеометричесый 
множитель. Но Мады получають и ‘вами по ееб% опредфленный геоме- 
тричесый смысль, если между ихь элементами поставить знакъ или . 
теометрическато или векторальнаго умноженя. Замфчательно, что въ 
этихь случаяхь даднеъь обралается или въ расхождене или зъ вихрь 
вевторальнаго поля, носядий впрочем» съ обратным знахомъ, потому 
что у Джиббеа векторальное произведене считается направленным 
противуположно тому, какь принято въ этой книг%, т.-е. 


(4.1) (В.6)-- 6.6) = ам 
Ахат ВхЬ-- (6 Жо) = — сша, 


Двйотвительно, по формуламъ {596} имемъ: 
А.в= А-а, | Аа, -- Аль, 


В Ъ= В. | Ву, -- В», 
С.с-= бе» -- Омь -Е бе, ; 


спладывая и принимая во вниман!е формулы (527} и 588), получаемъ: 
А.а--В.Ъ-- б.е-=а, В, + в = Я. 
Подобнымь же образомъь находим 


А Жа= (Ала. — Ад -- (а. 4.0.) | (Ааа, — АК, 
ВхЪ=(8ь, — ВЫ -- (В, — В} (ВА — ВХ, 
С Же (0 — Сер - (Ск — Обь) + (бы — Сю , 


откуда по формуламъ (527) и 539) 
(АХы--(ВХЬ-- © Х9=(, в Я-С — «абв 


= — виа. 


259. Произведенм дтадиновъ. Пусть даны два дадика: 


Ф—= Аа ВЪ-- 66, 
У Во- РГ в; (552) 
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Вели ввать послёдовательно 
= Фот, =. 


то векторъ у, разематриваемый павъ функ я вектора г, можеть быть 
выражент тавъ: 
т=4.(Ф.г) =Т.Ф.; (663) 

здЪсь символь 1.Ф озвачаеть двойную линейную операщио, произво- 
димую послфдовательно надъ векторомь т. Джиббеь называеть ве 
„произведенемъ“ двухь адиковь. 

`Оно эквивалентно одному дладиву, Т.е. представляеть собою 
тоже линейное зекторйальное преобразовьве. Посмотримь, нак это 
преобразовае выражается черезъ данные элементы (552). Для этого 
замфтимъ, что въ выражеши 


п-=Ф.г=А(а.г} -- В(Ъ.х) -- (с.г) 
каждый члень веть вевзорь, и поэтому 


= Ш. == ©. [А(а.г) | В(Ъ.г) -- 6(6.1)] 
=. А (8.1) --Т.В.1)-- 2. 0(0.т). (554) 


Здфсь скалярныя произпелен!я могуть быть вынесены и вперед: 
== (ах. А -- ФГ. В- (6.5) Г.С. (555) 
Раземотримъ первый изъ членовъ въ формул (554): 
Ч, А(а. 1) = Ее. А(а.т)] -- Е. А(а.т)] -|- @[.А(в-х)]. — (556) 


Зджеь мы встрЁчаемел съ ‚„произведеняии“ двухъ дадовъ, & 
именно, 10. обозначению Джиббея: . 


Е[е. А(в.г)] == Во. Аа.т, | (557) 


и зяфсь Ее.Аз разоматривается казь произведеше двухь мадовь Ее 
и Аа. Оно должно быть понимаемо только въ томъ смысл, какъ это 
выражено первою частью формулы (557). Съ этимь произведешемь 
дладовъ можеть быть выполнено елёдующее преобразоване: 


Ее.Аа — (е.А) Ев; ` (558) 
Шотому что . 
Бе.Аа. т == [е,А(а г) = В(е.А)(а.у) 
— (е.А)Е (а .т) == (е.А)Ба,г, 


Такимь образомъ по формул$ (558) произведеше хвухь мадовъ Ее и Аа 


сролитен къ простому дат Ва; умвоженному на скалярь в.А. Обр- 
шаяеь посл этого опать въ формулалгь {553), (554) и (556), находим: 


7. Ф = о. Аа -|- Ио. ВЬ-- Ее. бо 

-Г ЕР. Аа -|- ЕЕ, ВЪ | ЕЁ. Се 

-- 65 .Ав-- бв.Вр-- 65.66 

= (е. Ала -|-(е. ВВ -- (е. бе 
ЕЕ, А)Еь-- (©. ВЕРЬ -Р (.бУРе 
+ (&.А)ба-+ (=.В)6Ь -- (2.0) 6%. 


Нахонець замфтимъ еще, что формула (555), уже ие въ симво- 
лической, а въ теометрической форм, выражаеть слфдующее вейто- 
ральное преобразование: 


== [В(е.А)-- (Р.А) -|- (=. Аа. т) 
5 (ве. Ву-- (6. В) @(Е.В ф-т) 
+. 6) (2.6) -- 68. С)в.г), 


или также 


У=[(е.А)(а.т) -|- (е.В)(®.г) -|- (е.6)(с.)] 
Ф.А Ка.) (ВИ. г) -- (2.60.2) 
- ез-А)в.г)-|- (&-В)-г) -- (6,0)(в.х)]. 


Аналитически эта формула выражаетгь результать двухжъ по- 
слёдовательныхь линейныхт преобразован! й. . 

Джиббеъ разсматриваеть также произведеня и болве ЧВмъ двухъ 
дадиковъ и произведея изъ сумыь мадиковь. Вс ето результаты 
моруть быть весьма полезны при бол%е сложныхЪ послдовательныхь 
линейныхь преобразовавяхъ, въ особенности, еели его пртемы получать 
дальнфйшее развиме и обобщене. ` 


